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ВВЕДЕНИЕ 


Целью этой книги является элементарное изучение дифферен- 
циальных свойств функций одного действительного переменного; 
распространение этих свойств на функции многих действитель- 
ных переменных, и тем более на функции, определенные в Ö60- 
лее общих пространствах, будет рассмотрено в последующих 
книгах. 

Свойства, которые будут здесь доказаны, справедливы для 
числовых (конечных) функций одного действительного переменно- 
го; однако большинство из них может быть без дополнительных 
рассуждений перенесено на функции одного действительного пере- 
менного, принимающие значения в некотором конечномерном 
векторном пространстве над телом В, и даже на более общий 
класс функций со значениями в топологическом векторном про- 
странстве над телом R (см. ниже); поскольку такие функции 
часто встречаются в анализе, то мы будем формулировать все 
свойства именно для них, за исключением тех случаев, когда 
они справедливы лишь для числовых функций. 

Понятие топологического векторного пространства, о котором 
только что говорилось, определено и подробно изучено в кни- 
ге У настоящего трактата; однако никакие результаты оттуда 
нам не понадобятся, а будет нужно только несколько опреде- 
лений, которые мы для удобства читателей воспроизводим 
здесь. 

Определение векторного пространства над коммутативным 
телом А (Алгебра, гл. II, 8 1, n° 2) *) мы напоминать не будем. 


*) В этой главе элементы (или векторы) какого-либо BEKTOPHO- 
го пространства Е будут обозначаться, как правило, строчными 
жирными буквами, а скаляры— строчными светлыми буквами; CKa- 
isp ¢ в произведении вектора X на скаляр { мы в основном будем 
писать справа, так что это произведение будет иметь вид Xt; HO 
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Гопологическое векторное пространство Е над топологическим 
телом К есть векторное пространство над телом К, наделенное 
топологией, в которой функции x+y и xt непрерывны соот- 
ветственно на множествах LX HE и ЕХК; такая топология, 
в частности, согласуется со структурой аддитивной группы 
пространства Ё. Если E представляет собой полную топологи- 
ческую группу, то говорят, что топологическое векторное про- 
странство Е является полным. Всякое нормированное вектор- 
ное пространство над упорядоченным телом К (Общая тополо- 
rua, гл. IX, § ὃ, n° 3)*) есть топологическое ‘векторное про- 
странство над телом К. 

Пусть E — векторное пространство (вне зависимости от. того, 
наделено оно какой-нибудь топологией или нет) над телом В 
действительных чисел; если х, у— две произвольные точки из Ё, 
то замкнутым отрезком с концами х и у называется множество 
точек вида xt+y(1—Z), где ¢ пробегает замкнутый интервал 
[0, 1] прямой В. Говорят, что подмножество А пространства Е 
выпукло, если для любых двух точек х, у из А замкнутый отрезок 
с концами х и у содержится в А. Например, линейное аффинное 
многообразие, замкнутый отрезок, а также параллелепипед 
BR" выпуклы (Общая топология, гл. VI, § 1, n° 3). Всякое пе- 
ресечение выпуклых множеств есть выпуклое множество. 

Топологическое векторное пространство E над телом В «o- 
кально выпукло, если начало координат (а значит, и любая 
точка пространства А) обладает фундаментальной системой вы- 
пуклых окрестностей. Всякое нормированное пространство Ё над 
телом В локально выпукло; в самом деле, шары ||х || < т (r>0) 
образуют фундаментальную систему окрестностей начала в 
Е и каждый из них является выпуклым множеством, ибо 


в некоторых случаях мы ради удобства будем использовать и левое 
обозначение iX; мы будем также часто записывать произведение 


| 1 x 
скаляра - (15-0) на вектор x в виде τ: 


*) Напомним, что нормой в пространстве Е называется числовая 


функция ||x||, определенная в Ё, принимающая конечные неотри- 
цательные значения и такая, что соотношение ||х || =0 эквивалентно 
х=0, что ||х-у|| <] х-Е|У| и что ||х|=|х||#| для любого 


ЕК (где |Е#| —абсолютное значение t в К). 


ВВЕДЕНИЕ 13 


соотношения ||х || < г, ||y||<r влекут за собой 
||жё-Ну (1—1) || --|У В <r 


для O<t<1. В частности, числовые пространства В” локально 


выпуклы. 


Наконец, топологическая алгебра А над топологическим те- 
лом (коммутативным) К есть алгебра над телом А, наделенная 
такой топологией, что функции x-+y, ху и Χί непрерывны соот- 
ветственно на AXA, АХАи ΑΧ Κ; если же рассматривать A 


лишь как множество, наделенное 
торного пространства над. телом 
векторное пространство. Всякая 
упорядоченным телом К (Общая 


топологией и структурой век- 
К, то А есть топологическое 
нормированная алгебра над 
топология, гл. IX, § 3, n° 7) 


является топологической алгеброй над телом К. 


ГЛАВА I 
ПРОИЗВОДНЫЕ 


$ 1. Первая производная 


Ν 


Как уже говорилось во введении, в этой и в последующих 
главах мы будем изучать дифференциальные свойства функций, 
определенных на части тела В действительных чисел и прини- 
мающих значения в некотором топологическом векторном про- 
странстве Е над телом В; для краткости мы будем такие функ- 
ции называть вектор-функциями одного действительного пере- 
менного. Наиболее важным является случай Е =В (конечные 
числовые функции действительного переменного). Если же Ё = В", 
то рассмотрение одной вектор-функции со значениями в Ё сводит- 
ся к одновременному рассмотрению п конечных числовых функций. 

\яогие определения и свойства, изложенные в главе I, пере- 
носятся на функции, определенные на части тела С комплексных 
чисел и принимающие значения в топологическом векторном про- 
странстве над телом C (вектор-функции одного комплексного пере- 
менного). Некоторые из этих определений и свойств распростра- 
няются даже на функции, определенные на части произвольного 
коммутативного топологического тела К и принимающие значения 
в топологическом векторном пространстве над телом К. 

По ходу дела мы будем указывать эти обобщения (см., напри- 
мер, замечание 2, $ 1, n° 6), выделяя всюду случай функций одного : 
комплексного переменного, который наряду’ co случаем функций 
одного действительного переменного является самым важным и будет 
более глубоко изучаться в одной из последующих книг. 


1. Производная 6exmop-pynruuu 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. /Густь вектор-функция { определена na ux- 
тервале ICR, не сводящемся вк точке. Говорят, что f диффе- 


ренцируема в точке x ,€ I, если предел lim f (x) —f (αρ) 
x>x9, ΧΕΙ, x x9 T— To 
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существует (в векторном пространстве, в котором f принимает 
свои значения); значение этого предела называется первой про- 
_изводной (или просто производной) функции ἵ в точке x, и 060- 
значается Г’ (αρ) или ГУ (10). 


Если f дифференцируема в точке x,, то в этой точке диф- 
ференцируемо и сужение функции { на любой не сводящийся 
к точке интервал JC_J, содержащий х,, и производная этого 
сужения равна f’(x,). Обратно, пусть / — интервал, содержа- 
щийся в J и содержащий окрестность точки X, относительно Г; 
если сужение функции Ё на J имеет в точке X, производную, 
то тем же свойством обладает и функция f. 


Эти свойства выражают, говоря, что понятие производной есть 
понятие локальное. 

Замечания. * 1) В кинематике (если f({) означает положе- 
ние движущейся точки в пространстве R3 в момент #) выражение 
1 (¢) —Е (io) 

t—to 
тами ft) a ¢, a ero предел f’ (1) — мгновенной скоростью (или просто 
скоростью) в момент fp (если этот предел существует). » 

2) Если функция f определена на Г и дифференцируема в не- 
которой точке ху Е Г, то в этой точке она непрерывна относительно Г. 


называется средней скоростью движения между момен- 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. /Густь #{ — вектор-функция, определенная na 
интервале ICR, и пусть х, —такая точка из I, что интер- 
вал I [Ἰ [2ᾳ, + | (соответственно / [|] — ©, 45|) не сводится 
к точке. Говорят, что f дифференцируема в точке x, справа 
(соответственно слева), если сужение функции f на интервал 
I {| [х, + с5[ (соответетвенно / [|] — ©, x,]) дифференцируемо 
в точке Xo; значение производной этого сужения в точке Lo 
называется правой (соответственно левой) производной функции f 
в точке т, и обозначается fa (20) (соответственно fz (x,)). 


Пусть f— вектор-функция, определенная на J, 2, — внутрен- 
HAA точка этого интервала, и пусть f непрерывна в этой точке; 
из определений 1 и 2 вытекает, что для того, чтобы функция f 
была дифференцируема в точке X,, необходимо и достаточно, 
чтобы она обладала в этой точке как правой, так и левой 
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производной и чтобы эти производные были равны; тогда 
Е (40) = Fa (to) = Fg (о). 


Примеры. 1) Постоянная функция в каждой точке имеет 
производную, равную нулю. | 

2) Линейная функция z>ac+b в каждой точке имеет про- 
изводную, равную а, то есть постоянную. 


1 
3) Числовая функция — (определенная для x = 0) cr 


x 1 
руема в любой точке ху == 0, так как (2-5 =) /(x—zx9)= TE 


1 
a поскольку функция — В точке 20 непрерывна, то предел преды- 


1 
дущего выражения равен oer χε 


4) Числовая функция |х|, определенная на В, имеет в точке 
х=0 правую производную, равную +1, а левую—равную —1; 
значит, в этой точке она не дифференцируема. 

*5) Числовая функция, равная нулю при х=0 и равная 


1 
x Sin для © 52 0, определена и непрерывна на В, однако в точке 


x==0 не имеет ни правой, ни левой производной... Можно указать 
примеры функций, непрерывных на некотором интервале и не имею- 
щих производной ни в какой точке этого интервала (упражне- 
ния 2 и 3). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. — Говорят, что вектор-функция f, onpe- 
деленная на некотором интервале ГС В, дифференцируема (co- 
ответственно дифференцируема справа, дифферениируема слева) 
на I, если она дифференцируема (соответственно дифференцируема 
справа, дифференцируема слева) в каждой точке этого интер- 
вала; функция x—>f' (x) (соответственно x — fa (x), z — f, (x)), 
определенная на Г, называется производной функцией или 
(сокращенно) производной (соответственно правой производной, 


u © 5 ! d 
левой производной) функции f и обозначается Ё, Di или —_1 


(соответственно #4, fz). 


Замечание. Если функция дифференцируема на интервале, 
то ее производная не обязана быть непрерывной в каждой точке 
этого интервала (ср. упражнение 5); * например, функция, равная 


. : 4 Ἶ 
нулю при х=0 и равная 22sin — при #5 0, всюду имеет про- 


изводную, но эта производная в точке х=0 разрывна. „ 
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2. Линейность дифференцирования 


ПредложЕниЕ 1. Множество вектор-функций, определенных 
на некотором интервале ICR, принимающих свои значения 
в одном и том же топологическом векторном пространстве Е 
и дифференцируемых в точке Xo, образует векторное прост- 
ранство над телом В, и f—>Df(x,) есть линейное (однород- 
ное) отображение этого пространства в E. 

Иными словами, если f и © определены на J и дифферен- 
цируемы в точке ZX, TO {+ хи fa (а—произвольный скаляр) диф- 
ференцируемы в точке ZX, и имеют в качестве производных 
в этой точке соответственно f’ (αρ) -- σ’ (αρ) и ξ΄ (x) а. Это следует 


сразу из непрерывности x-+-y и ха соответственно на множест- 
pax хи. 


Следствие. Множество вектор-функций, определенных на 
интервале I, принимающих свои значения в одном и том же 
топологичесвом векторном пространсте Е и дифференцируемых 
на 1, образует векторное пространство над телом В, а f— 
— Df является линейным (однородным) отображением этого 
пространства в векторное пространство отображений интер- 
вала I e Е. | 


Замечание. Если векторное пространство отображений J BE 
и подпространство дифференцируемых отображений наделить топо- 
логией простой сходимости (или топологией равномерной сходи- 
мости) (ср. Общая топология, гл. X, $ 1), то линейное отображение 
f — Df, вообще говоря, не будет непрерывным (ср. гл. II, § 3); напри- 


1 
мер, последовательность функций fn (x)= sinn?z равномерно 


сходится к нулю Ha В, a последовательность производных fy, (x) — 
— n COS 125 не сходится к нулю даже в емысле простой сходимости). 


ПредложеЕНИЕ 2. Пусть Е и Е— два топологических вектор- 
ныт пространства над телом В, и пусть а— непрерывное 
линейное отображение Е 6e F. Если вектор-функция Ё определена 
на интервале ГС В, принимает свои значения в Е и диффе- 
ренцируема в точке ЕТ, то сложная функция ucf имеет 
в точке x, производную, равную u (РЁ (z,)). 

В самом деле, в силу равенства LÉGER) > Е 

2—1 T— Xo 
это следует из непрерывности отображения и. 
2H. Бурбаки 
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Следствие. Если ф есть непрерывная линейная форма на Е, 
то числовая функция pol имеет в точке x, производную, рав- 


ную Ф(Р (x). 


Примеры. 1) Пусть И=(}), <‚<„-— Функция со значениями 
в В", определенная Ha ‘интервале Z CR; тогда каждая 'из число- 
вых функций ]; есть не что иное, как сложная „функция prof, 
и значит, она дифференцируема в точке хо, если дифференцируе- 
ma f, и тогда Ё (20) = (fi; (20)) <i<n- 

*2) В кинематике, если f ({) означает положение движущейся 
точки М в момент & © (1) — положение в тот же момент#проекции М” 
точки M на плоскость Р (соответственно прямую D) параллельно 
некоторой прямой (соответственно плоскости), He упараллельной P 
(соответственно D), то g есть сложная функция ποῖ, где и есть 
проекция точек R3 на Р (соответственно на D); так как u есть ли- 
нейное (непрерывное) отображение, то очевидно, что проекция ско“ 
рости движения точки на плоскость (соответственно прямую) равна 
скорости проекции точки на плоскость (соответственно прямую). κα 

3) Пусть }—функция с комплексными значениями, определен- 
ная на интервале JR, и пусть а — произвольное комплексное чис- 
ло; предложение 2 показывает, что если } дифференцируема в точке 
хо ЕГ, то этим же свойством обладает и af и производная этой 
функции в точке ху равна af’ (хо). 


3. Производная произведения 


Рассмотрим теперь р топологических ‘векторных пространств 
Е; (1 << р) над телом В и непрерывное полилинейное *) отобра- 
жение (которое мы запишем в виде (хи, X2, ..., Χρ) --» [ΧιΧ» ... Xp]) 
множества АА X LyX... Χ Hp в топологическое векторное прост- 
ранство F на телом В. 


*) Напомним (Алгебра, гл. ПТ, $ 1), что отображение f произведения 
EX Ех... ХЕрв F называется полилинейным, если каждое частичное 


отображение 
x; > (а... „ар хр ад, 2-5 Bp) 


пространства Е; B'F(1<i<p), где а; для индексов, отличных OT i, 
выбирается в Е; произвольно, является линейным (однородным) 
отображением. Заметим, что если ЕЁ; и Е — пространства конечной размер- 
ности над телом В, то всякое полилинейное отображение произведения 
Е ХЕХ... ХЕр в F непрерывно; это уже не имеет места, если неко- 
торые из пространств являются бесконечномерными топологическими 
векторными пространствами. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть для ‘каждого индекса i (1<i<p) 
функция Ё определена на интервале ICR, принимает свои 
значения в Е; и дифференцируема в точке x, EI. Тогда функция 


x —>[f, (x) f, (x) ... Ё (x)], 


определенная na Ι и принимающая значения в Е, имеет в точке 2ᾳ 
производную, равную 


: | 
D! [ft (αὐ)... fies (20) (20) fir (20)... fp (20)]. (1) 
i=1 

В самом деле, положим В (x) —[f, (x) Ь (x) ... f,(x)]; на осно- 


вании тождества 


р 
[b,b, eee b,]— EEE eee ар] rer 2 [b, eee b;-, (b; — ai) ἃ; eee ар] 


можно написать 
h (x) —h (xo) = 


= Уно... а) и @) 1 9) Hass ὦ) 2 fy (2) 


1 
Умножив обе части равенства Ha и устремив zEI к 20, 
т T— Xo а 


получим выражение (1), приняв во внимание непрерывность ото- 
бражения 


(Χι, о №54 Хр) rn [X,X> ear Xp] 


и непрерывность сложения в À. 

Если некоторые из функций Ёй постоянны, то члены в выраже- 
нии (1), содержащие производные f;(xo) этих функций, обра- 
щаются в нуль. 

Разберем подробнее случай р=2, как наиболее важный для 
приложений: если (x, у) —>[ху| — непрерывное билинейное ото- 
бражение произведения EE XF в С (E, F, G— топологические 
векторные пространства над телом В), Ёи g— две вектор-функ- 
ции, дифференцируемые в точке 20 и принимающие свои значе- 
ния соответственно в Ё и F, то вектор-функция x —>[f (x) σ (α)] 
(которая обозначается также [fg]) имеет в точке 20 производ- 
ную, равную [Ё (10) g (σο)] + [f (to) σ’ (50)]. В частности,. если 
а — постоянный вектор, то [af] (соответственно [fa]) ‘имеет 
в точке X, производную, равную [al’ (50)] (соответственно [f’ (хо) a]). 

2 
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Если обе функции f и © дифференцируемы на J, TO Tem же 
свойством обладает и [fg], и 


Lg] = [fe] + [{σ’]. (2) 


Примеры. 1) Пусть }— числовая функция, g—BeKTOp-hYHK- 
ция и обе они дифференцируемы в точке zp; тогда функция gf имеет 
в точке ху производную, ‘равную g’ (αρ) f (xo) © (αρ) |’ (хо). В част- 
ности, если а— постоянный вектор, то а} имеет производную, рав- 
ную af’ (zp). Последнее замечание. в применении к примеру 1 n° 2 
показывает, что если f=(fi)i<i<n есть вектор-функция CO значе- 
ниями в В", то для дифференцируемости # в точке ху необходимо 
и достаточно, чтобы этим свойством обладала каждая из числовых 
функций f; (1<i<n), ибо если (е;), <i<n — канонический базис про- 


‘ nr 
странства В", то можно записать: f= bs Cif i. 
i=1 
2) Числовая функция 2 может быть получена из определенной 
в В" полилинейной функции (24, Lo, ..., tn) > 2129 ... Ζῃ путем 


замены каждого из x; на 2; тогда предложение 3 показывает, что x” 
дифференцируема на В и ее производная равна nx"—1, Отсюда сле- 
дует, что производная многочлена apr а,х'—1-... Та, _.х ап 
(а; — постоянные векторы) равна nage? 14 (п— 1) ar"? +... Кап; 
в том случае, когда все а; являются действительными числами, эта 
функция совпадает с производной многочлена, определенной в алгебре 
(Алгебра, гл. ТУ, $ 4). 

3) Евклидово скалярное произведение (x, у) (Общая топология, 
гл. УГ, $ 2, n° 2) есть билинейное (непрерывное) отображение про- 
странства В” x В? в В. Если даны две вектор-функции # ug co зна- 
чениями в В" и обе они дифференцируемы в точке Zp, то числовая 
функция x — (f(x), σ(α)) имеет в точке 20 производную, равную 
df’ (αρ), © (%0))-- (1 (xo), 5’ (zo)). Аналогичный результат имеет место 
и для эрмитова скалярного произведения в С” (Алгебра, гл. IX), 
если это последнее рассматривать как векторное пространство над 


телом В. 
Рассмотрим, в частности, случай, когда евклидова норма || # (2) ||, 
а значит и (f(x), # (1)) =||# (x) ||?, постоянна; записывая, что произ- 


водная произведения (f(x), f(z)) в точке zp равна нулю, получаем, 
что (f(x), #’(10)) =0, или, другими словами, f’ (10) есть вектор, 
ортогональный к # (x). 

4) Векторное произведение x \ у двух векторов из R3 (Алгебра, 
гл. IX) есть билинейное (непрерывное) отображение пространства 
R3 x R3 в R3; при тех же предположениях относительно функций 
Г их, что и выше, функция x > Ê (x) Л $ (x) имеет в точке хо произ- 
водную, равную | 


Е (xo) A (20) 1-4 (20) A’ (20). 
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5) Если Е есть топологическая алгебра над телом В (см. введе- 
ние), то произведение ху двух элементов из E есть билинейная 
непрерывная функция от (x, у); если функции f и © принимают 
свои значения в E и дифференцируемы в точке 20, то функция 
2 -» f(x) 5 (1) имеет в точке хо производную, равную !f’ (αρ) (zo) + 
+f (zo) g’ (10). В частности, если U (5) = (aj; (α)), У (x) = (В,; (2)) — две 
квадратные матрицы порядка п, дифференцируемые в точке ху, 
то их произведение UV имеет в этой точке производную, равную 
матрице ζ’ (αρ) У (zo) О (20) V’ (xo) (где ©’ (=) = (а; (1)) и У’ (2) = 
= (Bi; (2))). 

6) Так как определитель |x4, Xo, ..., Xn] п векторов Xi = (2:7) 1 <у<п 
пространства В” (Алгебра, гл. III, $ 6) является полилинейной 
(непрерывной) функцией от х;, то очевидно, что если п? числовых 
функций f;j дифференцируемы в точке 20, то их определитель g (x) = 
= det (};; (x)) имеет в этой точке производную, равную 


a [fr (to), ...» fig (αρ), Ε (20), #144 (to), - - +» In (20)], 
il 


где #; (2) = (fij (2)), <;<„; иными словами, чтобы получить производ- 
ную определителя n-ro порядка, нужно взять сумму п’`определи- 
телей, которые получатся, если в данном определителе для каждого i 
заменить члены 1-го столбца их производными. 


Замечание. Если U (5х) — квадратная матрица, дифферен- 
цируемая и обратимая в точке хо, то производная ее определи- 
теля Д (1) = 4е% (0 (x)) выражается также и через производную 
матрицы U (x) посредством формулы 


А’ (ao) = A (to) Tr (U” (to) U (α0)). (5) 


В самом деле, положим U (%)+h)=U (50) +hV; V, πο опре- 
делению, стремится к О’ (αρ), когда h стремится к нулю. Тогда 
можно написать 

А (2. +h) =A (a) det I+ РУО" (50)). 
Но 


det (J +hX)=1+hTr(X)+ У Arht, 
й—2 


где A, (k>2) являются многочленами относительно элементов 
матрицы X, а поскольку элементы матрицы ГО! (29) стремятся 
к пределу, когда A стремится к 0, то получаем формулу (3). 
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4. Производная обратной величины функции 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть Е — полная нормированная алгебра 
над телом В, содержащая единицу, и пусть f — функция, опре- 
деленная на интервале ICR, принимающая свои значения в Е 
и дифференцируемая в точке жЕГ. Если элемент уу= (Xp) 
обратим *) в Е, то функция x —(f(x)) 1 определена в окрест- 
ности точки Xo (относительно Г) и имеет в точке ху производ- 
ную, равную — (# (5%) 1 ξ΄ (хо) ({ (xo)) *. 


В самом деле, множество обратимых элементов из Ё обра- 
зует открытое множество, на котором функция Y—>Y ! непре- 
рывна (Общая топология, гл. ‘IX, 8 3, предложение 14); так 
как Î непрерывна (относительно J) в точке ху, то (f(x)) ! опре- 
делена в окрестности точки 5 и 


(Г (в) — (Г (воду RR) (ат. 


Таким образом, предложение вытекает из непрерывности у! 
в окрестности точки Yo и непрерывности xy на EXE. 


Примеры. 1) Наиболее важным является тот частный случай, 
когда Е есть одно из тел В и С: если }есть функция с действитель- 
ными или комплексными значениями, дифференцируемая в точке 2ῃ 
и такая, что } (10) # 0, то 1/f имеет в точке хо производную, рав- 
ную — f’ (xo)/(f (20))?. | 

2) Если {0 = (@4;} (1)) есть квадратная матрица порядка п, диф- 
ференцируемая в точке хо и обратимая в этой точке, то U—! имеет 
в точке хо производную, равную — U-1U’U-1, 


5. Производная сложной функции 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть числовая (функция | Определена 
на интервале ГС В, a вектор-функция g определена на интер- 
вале из В, содержащем f (I). Если | дифференцируема в точке 
Xp, ασ дифференцируема в точке }(%), то сложная функция 
gof имеет в точке ху производную, равную 5’ (f(xo))f (to). 


*) Напомним (Алгебра, гл. I, ὃ 2, n° 9), что элемент ΖΕ E называется 
обратимым, если в Е существует такой элемент, обозначаемый через 2-1, 
ЧТО 221—717 —e (е—единичный элемент множества Ё). 
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В самом деле, положив h=gof, можем написать: 


где nn sagt вели f (2) + (ад, и u (2) = (F (Fo) 


в противном случае. Когда 2 стремится к 20, f(x) имеет в каче- 
стве предела f(x) и, следовательно, Ὦ (2) имеет своим пределом 
σ΄ (f (Xo)), откуда Ha основании непрерывности функции yr на ЁХ В 
получаем предложение. 


Замечание. В книге, посвященной дифференциалам, мы пока- 
жем, что предложения 2 и 5 можно рассматривать (в TOM случае 
когда Е —нормированное пространство над телом R) как частные 
случаи одной и той” же" теоремы о дифференцировании функции gof, 
где { — отображение интервала ГС. В в Е, a “— отображение множе- 
ства из Е в нормированное пространство ΖΡ. 


6. Производная обратной функций 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть f есть гомеоморфизм интервала 
ICR на интервал J = } (Г) С В, а г — обратный гомеоморфизм *). 
Если } дифференцируема в точке лу Е TI и если f(x), 0, то в 
имеет в точке Yo =](10) производную, равную Fas) . 

0 

В самом деле, для любого yEJ имеем g(yJEI u y=f(g(y)); 
следовательно, для У->Е\ можем написать: 8—0) _ 


y — Yo 
ες EU) ty > 
fe (y))—f (x) ` Когда y стремится к Yo, OCTaBanch B J и Y ΞΕ Yo, 


g (y) стремится к 1%, оставаясь BJ u g(y) <4, и, ae правая 


часть в предыдущей формуле имеет предел, равный TG)’ Tak 


Г ? 
Kak, по предположению, F (X) FO. 

Следствие. Если | дифференцируема na Г и f (x) 0 на Г, 
то g дифференцируема на J и ее производная в любой точке 


5 : 
DEC POCO γη; 


*) Известно, что для того, чтобы f была гомеоморфизмом интервала J 
на множество из В, необходимо и достаточно, чтобы } была "непрерывна 
и строго монотонна на J (Общая топология, гл. ТУ, $ 2, теорема 5). 
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ПРОИЗВОДНЫЕ . ГЛ. I, § 1 


1 


Например, для любого целого п>0 функция x”, обратная к 


функции 2 и являющаяся гомеоморфизмом В* на себя, имеет в каж- 
1 


Si 


дой точке z>O0 производную, равную > 2" . 


Отсюда на основании предложения 5 легко вывести, что для 
à 
всякого рационального числа r—p/q >0 функция x'—(x7)? имеет 
в каждой точке x >0 производную, равную real. 

Замечания. 1) Все предыдущие предложения, сформулирован- 
ные для функций, дифференцируемых в точке 20, позволяют сразу 
же получить предложения для функций, дифференцируемых справа 
(соответственно слева) в точке ху, если вместо этих функций рас- 
сматривать их сужения на пересечение интервала, на котором они 
определены, с интервалом [20, +co[ (соответственно ]—©, Zl); 
предоставляем читателю сформулировать и доказать эти предложения. 

2) Предыдущие определения и предложения (за исключением 
тех, которые относятся к правым и левым производным) легко 
переносятся на случай, когда вместо В берется произвольное 
коммутативное топологическое тело К, а вместо топологических 
векторных пространств (соответственно топологических алгебр) 
над телом В — топологические векторные пространства (соответст- 
венно топологические алгебры) над телом К. В определении 1 и 
предложениях 1, 2 и 3 достаточно заменить J окрестностью точки 
20 В К; в предложении 4 нужно, кроме того, предположить, что 
отображение y > у! определено и непрерывно в окрестности точки 
f (20) в Е. Предложение 5 обобщается следующим образом: пусть 
К’— подтело топологического тела К, Е — топологическое векторное 
пространство над телом К; пусть функция }, определенная в окрест- 
ности УС. А’ точки x ЕК’ co значениями в K (рассматриваемом как 
топологическое векторное пространство над К’), дифференцируема 
в точке 2ῃ, и пусть функция ©, определенная в окрестности точки 
} (хо) ЕК со значениями в E, дифференцируема в точке } (50); тогда 
отображение go f дифференцируемо в точке 20 и его производная 
в этой точке равна 5” (} (50)) f (zo) (Е рассматривается в этом слу- 
чае как топологическое векторное пространство над телом К’). 

Пусть, в тех же обозначениях, Ё—функция, определенная 
в окрестности У точки a€ XK, принимающая значения BE и диф- 
ференцируемая в точке а; если а6 К’ u не является в К’ изолиро- 
ванной точкой, то сужение функции f на У [|] К’ дифференцируемо 
в точке а и его производная в этой точке равна f’ (а). Фактически 
эти соображения будут применяться к случаю K=C, К’=В. 

Наконец, предложение 6 переносится на случай, когда J заме- 
няется окрестностью точки 206 À, a }— гомеоморфизмом интервала Ι 
на окрестность J =} (Г) точки уу=} (xo) в К. 
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7. Производные числовых фунеций 


Для числовых (конечных) функций действительного перемен- 
ного предыдущие определения и предложения могут быть допол- 
нены в некоторых пунктах. 

Прежде всего, если f— такая функция, определенная на интер- 
pane / С-В и непрерывная относительно J в некоторой точке 
ТЕГ, то может оказаться, что, когда х стремится к Zp, оста- 
7 (x) —f (то) 

2—2 
или — со; в этом случае снова говорят, что функция f дифферен- 
цируема в точке 20 и ее производная в этой точке равна — со 
(соответственно — 00); если функция f имеет производную f (x) 
(конечную или бесконечную) в каждой точке x интервала J, 


ваясь внутри J ит # 20, имеет предел, равный -- 60 


то функция } (со значениями в В) снова называется производ- 
ной функцией (или просто производной) функции f. Точно 
так же расширяются понятия правой и левой производных. 


1 


Пример. В точке х=0 функция 23 (обратная к функции 23, 


являющейся гомеоморфизмом В на себя) имеет производную, 
1 


равную -- 00; функция |x| 3 имеет в точке х=0 правую производ- 
ную, равную --CO, и левую производную, равную — ос. 


Формулы для производной "суммы, произведения числовых 
дифференцируемых функций или обратной величины дифферен- 
цируемой функции (предложения 1, Зи 4), равно как и для 
производной сложной (числовой) функции (предложение 5), 
остаются справедливыми и в том случае, когда фигурирующие 
в них производные бесконечны, поскольку ни одно 'из выраже- 
ний, входящих в эти формулы, не теряет смысла (ср. Общая 
топология, гл. IV, 8 4, n° 3). Наконец, если в предложении 6 
допустить, что f строго возрастает (соответственно строго убы- 
вает), непрерывна на Ги f’ (%)) =0, то обратная функция & имеет 
в точке ,Yo=—f,(%o) производную, равную -++ co (соответственно. 
— oo); если же f (X) = + co (соответственно — со), то g имеет 
производную, равную 0. Аналогичные результаты имеют место 
для правых и левых производных, но эти результаты мы пред- 
лагаем сформулировать читателю. 
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Пусть С есть график или кривая, изображающая Ha плоско- 
сти В? конечную числовую функцию f. Если функция f имеет 
в некоторой точке 2, С J конечную правую производную, то полу- 
прямая, берущая свое начало в точке М», = (to, f (50)) кривой С 
и имеющая в качестве направляющих параметров (1, fa (Xo)), назы- 
вается правой полукасательной к кривой С в точке М»; если 
fa (20) = + со (соответственно fa (20) = — ©), то точно так же назы- 
вается полупрямая с началом в точке М» и параметрами (0, 1) 
(соответственно (0, —1)). Аналогично определяется левая полу- 
касательная в точке Μαρ, если f,(%) существует. При этих 
определениях мы сразу же убеждаемся в том, что угол, обра- 
зованный правой полукасательной (соответственно левой) с осью 
абсцисс, есть предел, к которому стремится угол, образованный 
Ὁ этой осью полупрямой с началом М», проходящей через 
точку М; = ($, f(x)) кривой С, когда x стремится к хо, оставаясь 
> 20 (соответственно < 40). 


Можно также сказать, что правая (соответственно левая) 
полукасательная есть предел полупрямой с началом в М хо’ Проходя- 


щей через Му, если перенести на множество полупрямых с общим 
началом топологию фактор-пространства C*/R} (Общая топология, 
гл. VIII, $ 2). 


Если в точке M,, кривой С существуют обе полукасатель- 
ные, то они будут противоположными только тогда, когда f имеет 
производную (конечную или бесконечную) в точке ху (предпола- 
гается, что точка лежит внутри Г); совпадать же они могут 
лишь в том случае, когда fa(Xo) и fs (20) бесконечны и имеют 
противоположные знаки. В обоих случаях говорят, что прямая, 
содержащая эти две полукасательные, есть касательная к кри- 
вой С в точке M,,. 


Если в точке M, существует касательная, то она является пре- 
делом прямой, проходящей через М», и Mx, когда x стремится к 20, 
оставаясь ΞΕ 20, при условии, что множество прямых, проходящих 
через одну точку, наделено топологией фактор-пространства C*/R* 
(Общая топология, гл. VIII, § 2). 

Понятия касательной и полукасательной к кривой являются 
частными случаями общих понятий, которые будут определены 
в части трактата, относящейся к дифференцируемым многообразиям, 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Говорят, что конечная числовая функция f, 
определенная на подмножестве А топологического простран- 
ства Е, имеет относительный максимум (соответственно строгий 
относительный максимум, относительный минимум, строгий от- 
носительный минимум) в точке zuE À по отношению в А, если 
в А существует такая окрестность У точки ху, что для любой 
точки ЕТ [| А, отличной от хо, f(x) << f(xo) (соответственно 
f (2) < | (ao), f(x) > (xo), f(a) > а). 

Ясно, что если } достигает своей верхней (соответственно 
нижней) грани на Д в некоторой точке из A, то она имеет 
в этой точке относительный максимум (соответственно относи- 
тельный минимум) по отношению к Д; обратное же, разумеется, 
неверно. 


Заметим, что если ВС А и если } имеет, например, в неко- 
τορος точке хо ЕВ относительный максимум по отношению к В, 
то это вовсе не значит, что } должна иметь в этой точке относи- 
тельный максимум по отношению к А. 


ПрЕдложЕНИЕ 7. Пусть f— конечная числовая функция, опре- 
деленная на интервале ГС В. Если | имеет относительный 
максимум (соответственно относительный минимум) в некото- 
рой точке αρ внутри I и имеет в этой точке как правую, так 
и левую производную, то [1 (1)<0 и ].(10) >0 (соответственно 
Та (50) 2:0 и fz(%)<0); в частности, если | дифференцируема 
в точке ту, то [ (10) =0. 


Это предложение тривиальным образом вытекает из опреде- 
лений. 

Можно также сказать, что если в некоторой точке ху внутри 
Т функция } дифференцируема и имеет относительный максимум 
или минимум, то касательная к ее графику параллельна оси 
абсцисс. Обратное неверно, как показывает пример функции 28, 
которая в точке х=0 имеет производную, равную. нулю, но 
не имеет в этой точке ни относительного максимума, ни отно- 
сительного минимума. 


Упражнения. 1) Пусть вектор-функция # одного действи- 
тельного переменного, определенная на интервале J CR, диф- 
ференцируема в некоторой точке хо внутри Г. Показать, что 
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f й) —{ (xo—k 
отношение ne стремится K (20), когда À u А стре- 


MATCH к 0, принимая строго положительные значения *), и обратно. 


1 
* Показать, что функция f, равная 212 sin — При = == О и 0 для 


i (y)—f (2) 
y—2 
не стремится к f’ (0), когда у и 2 стремятся к 0, оставаясь строго 

положительными... 

°2) На интервале / = [0, 1] определим следующим образом по ин- 
дукции последовательность непрерывных числовых функций (fn): 
о (2)=<; для любого п функция fn линейна в каждом из 3" интер- 


k RE 
валов En | (0<k<3"—1); кроме того, 


In+1 Ὃς а (=) ’ 
frit (sc + zu ) =. (=> + ) 


k 2 Re 1 
In+1 (tm )= (rt gar) : 


Показать, что последовательность (fn) равномерно сходится 
на J к непрерывной функции f, He имеющей производной (ни конеч- 
ной, ни бесконечной) ни в одной точке интервала ]0, 1[ (использо- 
вать упр. 1). 

°3) Пусть © (Г) — полное пространство конечных числовых непре- 
рывных функций, определенных на компактном интервале J—|[a, 6} 
из В (6 (I) наделено топологией равномерной сходимости (Общая 
топология, гл. X, $2)). Пусть А— подмножество пространства © (Г), 
образованное функциями х, имеющими хотя бы в одной точке 
1 С [а, 6] (зависящей от x) конечную правую производную. Показать, 
что А является тощим множеством в G (Г) (Общая топология, 
гл. 1Х, $5, п°2) и, следовательно, его дополнение, то есть мно- 
жество функций, непрерывных на J и не имеющих конечной правой 
производной ни в одной точке интервала J, есть подпространство 
Бэра пространства $ (J) (Общая топология, гл. IX, $5, n° 3, пред- 
ложение 5). (Пусть А„— множество таких функций zEG (Г), что 


х=0, дифференцируема в любой точке и отношение 


*) В трактате «Элементы математики» Н. Бурбаки нуль считается 
принадлежащим множеству N целых положительных чисел (Теория мно- 
жеств, Результаты, |$ 6, n° 2, сноска). Поэтому в настоящей книге разли- 
чаются положительные (> 0) и строго положительные (> 0) числа, а также, 
в соответствии с терминологией авторов, возрастающие (неубывающие) 
и строго возрастающие функции. (Прим. ред.) 
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хотя бы для одного значения ¢, удовлетворяющего условиям а << 


1 
<6—> (и зависящего от x), | 2 (t’)—2z (t)|<n|t’—t| для любого t’ 


1 
в пределах t<t’ t+ ; показать, что каждое из An есть замк- 


нутое редкое множество в G (Г); в качестве указания отметим, что 
в © (J) всякий шар содержит функцию, имеющую на J ограниченную 
правую производную, а с другой стороны, что для любого 8» 0 
и любого целого m >0 существует непрерывная функция у, имею 
IAA в каждой точке из [а, b| конечную правую производную и такая, 
что для любого ЕЕ Г, | у (1) | <ви | у (1 | > m.) 

°4) Пусть Е — топологическое векторное пространство над те- 
лом В, a {— непрерывная вектор-функция, определенная Ha OTKPBI- 
том интервале Гс_А, принимающая значения в EL и имеющая во 
всех точках интервала Î как правую, так и левую производные. 

а) Пусть О — непустое открытое множество из Е и А— под- 
множество интервала J, состоящее из точек ZT, для которых 
„ (2) ЕП. Пусть, далее, для некоторого фиксированного числа 


a>0 множество В является подмножеством интервала J, состоя- 
щим из таких точек х, для которых существует хотя бы одна 
1—1) κῃ. 
r—y : 
показать, что множество В открыто и что A() СВ счетно (заметить, 
что последнее множество состоит из концов интервалов, смежных 
к CB). Вывести отсюда, что множество точек zE A, для которых 
Та (2) $ 0, счетно. 

6) Предположим, что Ер— нормированное пространство; тогда 
образ # (Г) есть метрическое пространство со счетным базисом и тем 
же свойством обладает порожденное # (Г) замкнутое векторное под- 
пространство Ё пространства E, содержащее f (Г) и he (Ὁ). При 
этих условиях вывести из а), что множество точек TEL, для кото- 
рых f(x) # Г. (x), счетно (обозначив через (Um) счетный базис 


топологии подпространства F, заметить, что для различных двух 
точек a, b из F существуют такие два множества Uy, U, без общих 
точек, что аб Ор, a DEV). 

в) Возьмем в качестве Е пространство-произведение В! 
{пространство отображений Г в В, наделенное топологией простой 
сходимости), и для любого хЕГ обозначим через g(x) отобра- 
жение > |z—i| интервала Г в В. Показать, что для любого 
ΧΕΙ͂, 84 (x) + δ; (2). | 

5) Пусть f—HenpepbIBHaA вектор-функция, определенная на 
открытом интервале J CR, принимающая значения в нормированном 
пространстве E над телом В и имеющая в каждой точке интервала I 
правую производную. 


точка у, удовлетворяющая условиям r—A<y< 2 4U 
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а) Показать, что множество точек ΖΕΙ, для которых #, огра- 


ничена в некоторой окрестности этих точек, есть открытое множе- 
ство, всюду плотное в Г (воспользоваться теоремой 2 из Общей 
топологии, гл. IX, $ 5). 

6) Показать, что множество точек из J, для которых #, непре- 


рывна, является дополнением тощего в J множества (ср. Общая 
топология, гл. IX, $ 5, упражнение 14). 

°6) Пусть (г„)—последовательность рациональных чисел из [0, 1], 
расположенных в определенном порядке. Показать, что функция 


со 1 


F4) = == (e—r,)" непрерывна и дифференцируема в каждой точ- 
n=1 
ке из В и имеет бесконечную производную BO всех точках ги. 
Для доказательства того, что } дифференцируема в некоторой 


точке 2, отличной от га, нужно рассмотреть отдельно случай, когда ряд 
2 


1 3 
с общим членом on (£—rn) имеет суммой -|- со и когда этот ряд 


сходится; во втором случае учесть, что для любого x~0 и лю- 
бого y x 


br 
WB "4 
+ (y—z) ~ 7 


7) Пусть числовая функция f, определенная на интервале J, 
имеет в некоторой точке из J правую производную [1 (10) =0, и пусть 


вектор-функция g, определенная в окрестности точки Yo=f (zo); 
обладает в этой точке как правой, так и левой производной (не обя- 
зательно совпадающими). Показать, что бо} имеет в точке хо пра- 
вую производную, равную 0. 

8) Пусть «8 (№) — пространство ограниченных последовательно- 
стей X=(Zp)nen действительных чисел с нормой || x | 889 | 2ῃ |; ука- 


зать пример такого непрерывного отображения ¢ > # (1) = (1. ()nen 


пространства В в пространство «2 (№), при котором каждая из 
числовых функций fn дифференцируема в t=O, но f не дифферен- 
цируема в этой точке. 


$ 2. Теорема о конечных приращениях 


В предложениях, доказанных в $ 1, все условия и заключе- 
ния носили локальный характер: они относились к свойствам 
функций, рассматриваемых в произвольно малой окрестности 
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некоторой фиксированной точки. Вопросы же, которыми мы будем 
заниматься в этом параграфе, напротив, будут связаны со свой- 
ствами функции на всем интервале. 


1. Теорема Porras 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1 («теорема Ролля»). Пусть f — конечная число- 
вая функция, непрерывная на замкнутом интервале I = [а, 6], 
имеющая в важдой точке интервала ja, bl производную (конеч- 
ную или бесконечную) и такая, что }(а) =] (ο). Тогда в ja, bi 
найдется (по крайней мере одна) точка с, в которой |’ (с) = 


Если f постоянна, то предложение очевидно; если же f при- 
нимает, например, значения >f(a), то эта функция достигает 
своей верхней грани в некоторой точке с внутри Г (Общая 
топология, гл. IV, § 6, теорема 1). А так как в этой точке f 
имеет относительный максимум, то f’ (с) =0 ($ 1, предложение 7). 


Следствие. Пусть конечная числовая функция } непрерывна 
на [а, b| и имеет производную (конечную или бесконечную) 
в каждой точке интервала ja, bf. Тогда в Ja, bl существует 
(по крайней мере одна) такая точка с, что f(b)—f(a) — 


= (©) (b— a). 

Для доказательства достаточно применить предложение 1 
к функции ] (x) — О. а). 

Это следствие означает, что на графике С функции f суще- 


ствует такая точка Мс = (с, ] (с)), что a<c<b и касательная 
к С в этой точке параллельна прямой, соединяющей точки 


М. = (а, f(a)) и Мь= (6, f(b)). 


2. Теорема о конечных приращениях 
для числовых функций 


Из следствия предложения 1 вытекает, в частности, следую- 
щее важное свойстно: если на ja, b[ имеют место неравенства. 


< < м. 


<} (x) <М, то имеют место и неравенства т < 


Иными словами, из оценок для производной f Ha всем интер- 
Bale с концами a, D вытекают те же оценки для отношения 
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f (6) —1 (a) 

b—a 
переменной на интервале). Теперь мы уточним и обобщим этот 
фундаментальный результат. 


(отношение «приращения» функции к «приращению» 


ПредложеЕНИЕ 2. Пусть конечная числовая функция ]. непре- 
рывна на ограниченном замкнутом интервале I = [а, 6] и имеет 
правую производную (конечную или бесконечную) 60 всех точках 
интервала Ja, bl, за исключением некоторой его счетной части А. 
Если fa(x) > 0 во всех точках x из ἴα, bl, не принадлежащих A, 
то f(b)>f (а); если при этом fa(x) > 0 хотя бы в одной точке 
из [а, b[, mo f(b) > } (а). 


Зафиксируем число 85-50 и обозначим через (ap) последова- 
тельность, полученную в результате некоторого упорядочения 
точек счетного множества A. Пусть J — множество таких точек 
уЕТ, что для всякого x, удовлетворяющего условиям а<х<у, 
выполняется неравенство 


f(c)—f(@)>—e(e—a)—e У, (1) 


ап<х 


где сумма в правой части распространяется на множество тех 
индексов п, для которых An <<. Докажем, что если fa(x) > 0 
во всех точках из [а, В |, отличных от ал, то J — 1. 

Ясно, что J не пусто, поскольку a€J; с другой стороны, 
из определения этого множества следует, что если yEJ, то хЕУ для 
a<x<y и, значит, J есть интервал с началом в а (Общая 
топология, гл. ТУ, $2, предл. 1); обозначим через с его конец. 
Покажем, что СЕЛ; для с=а это очевидно; в остальных слу- 


чаях для всех х<с справедливо неравенство (1) и тем более 
неравенство 


(2) —f (@)> —e(c—a)—e У, 


an<<c 


из которого, устремив x K с, получаем (в силу непрерывности 
функции f), что с удовлетворяет неравенству (1). 

Теперь мы докажем, что c=b. Допустим, что cb и пусть 
cé A; тогда существует 7а(с), а так как по условию fg (с) > 0, 
то найдется такое y, что c<y<b и что для c<z<y выпол- 
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няется неравенство 
f(x) —f (с) > —e(x—c). 


Сложив его с соотношением (1), в котором х заменено на с, полу- 
чим неравенство | | 
Е, 1 
f(z) (а) > —e(t—a)—e >) η» --ο(ο--ᾱ)--ε Уч, 
an<c ап<х 
означающее, что уЕГ, что противоречит нашему предположению 
относительно с. Пусть теперь с=а» при некотором k; так как f 
в точке а» непрерывна, то существует такое у, что с <у<Ь 
и что для с<х<у имеет место неравенство 


€ 
AC nt AUD т 
сложив которое с (1) с заменой в нем х на с, получаем 


1 ie 
(2) — (a) > —e(e—a)—e D ие N, 
an<x an<x 
что снова приводит к противоречию; значит, ЕЙ и следова- 
тельно, 


f(b) —f (a) > вв <e У > ~e(b—a) 2.2) 
an<b 

А поскольку ¢€>>O выбирается произвольно, To из (2) следует, 
что f(b)>f(a), что и доказывает первую часть предложения. 
Заметим теперь, что этот результат, примененный к интер- 
валу [y, αἰ, где a<x<y<b, показывает, что f возрастает на 
интервале J; а в том случае, когда ᾽ (ὦ) =] (а), f постоянна Ha I 
и, следовательно, ]а (57) = 0. в каждой точке из [а, b[, откуда 

следует вторая часть доказываемого предложения. 


СледствиЕ. Пусть конечная числовая функция f, непрерывная 
на [а, b], имеет правую производную во всех точках интер- 
вала [а, bl, за исключением некоторой его счетной части А. 
Для того чтобы } была возрастающей на Г, необходимо u доста- 
точно, чтобы неравенство fa (x) > 0 выполнялось в каждой точке 
интервала [α, bl, не принадлежащей А; для того чтобы f была 
строго возрастающей, необходимо и достаточно, чтобы выпол- 
нялось предыдущее условие и чтобы, кроме того, множество 
mex точек x, в которых fa(x) 0, было всюду плотным на [а, 6]. 
3 H. Бурбаки 
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Замечания. 1) Предложение 2 остается справедли- 
вым, если в его формулировке интервал [а, Ш заменить интервалом 
]а, 6], а слова «правая производная» словами «левая производная», 

2) Предположение о непрерывности функции } на замкнутом интер- 
Bane I (а не только ее непрерывности справа*) в каждой точке 
интервала fa, b[) является существенным для предложения 2 (ср. 
упражнение 2). 

3) Утверждение предложения 2 становится неверным, если пред- 
положить только, что множество А «исключительных» точек будет 
редким в Г, а не счетным (ср. упражнение 4). 


Из предложения 2 вытекает следующая (кажущаяся более 
общей) основная теорема: 

ТЕОРЕМА 1 (теорема о конечных приращениях). Пусть фи g— 
две конечные числовые функции, непрерывные на ограниченном 
замкнутом интервале [= [а, 6] и имеющие правую производную 
(конечную или бэсконечную) 60 всех точках интервала [a, b| 
за исключением некоторой его счетной части. Предположим, 
кроме того, что fa(x) и ga(x) могут одновременно обращаться 
в бесконечность не более чем на счетном множестве точек из I 
и что существуют такие конечные числа т и М, что nepa- 
венства 


mga (2) < fa (2) < Mga (x) (3) 


выполняются во всех точкат интервала I, за исключением некс- 
торой его счетной части (Mga(x) при М=0 u ga(x) = = © 
(соответственно mga(x) при т=0) мы полагаем равным нулю), 
При этих условиях 


| т (g (6) -- β (а)) <f(b)—f(a) <М (8 (6) —в (a)), (4) 
за исключением того случая, когда f(x) = Ме (2) -- Ё или f(x) = 
— тр (2) РЁ (Е — постоянная) для всех zEI. 


Достаточно применить предложение 2 к функциям Mg—f 
и f— mg, которые, на основании сделанных предположений, 
имеют положительную правую’производную во всех точках интер- 
вала /, за исключением некоторой его счетной части. 


*) Функция, определенная на интервале / C А, называется непрерыв- 
ной справа в точке x ET, если ее сужение на интервал I [\ [20, о] 
непрерывно в точке ху относительно этого интервала; то же самое можно 
выразить, сказав, что предел функции справа в точке 20 существует 
и равен значению функции в этой точке. 
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Замечание. Теорема 1 будет неверна, если предположить, 
что fy иг. могут одновременно обращаться в бесконечность на 


несчетном подмножестве интервала J (ср. упражнение 4). 


Следствие. Лусть ]|— конечная числовая функция, непрерыв- 
ная на [a, b] и имеющая правую производную (конечную или 
бесконечную) в каждой точке множества В всех точек интер- 
вала [a, В[ без некоторой его счетной части. , Если ти M — 
нижняя и верхняя грани производной ja на множестве В, то 


m(b—a)<f(b)—f(a)<M (b—a), (9) 
если f не является линейной функцией; если же ] линейна, mo 


Неравенства (5) при конечных т и М вытекают из (4); слу- 
чай же, когда то или другое из этих чисел бесконечно, является 
тривиальным. 


Замечание. Неравенства (5) показывают, что непрерывная 
функция не может иметь правой производной, равной -№ со в каждой 
точке интервала (ср. $ 1, упражнение 6). 


3. Теорема о конечных приращениях для 
вектор-функиий 


ТЕОРЕМА 2. Пусть вектор-функция f, определенная и непре- 
рывная на ограниченном замкнутом интервале Г = [а, 6] из В, 
принимает свои значения в некотором нормированном про- 
странстве Е над телом В, и пусть числовая функция g непре- 
рывна и возрастает на Г. Предположим, что f и g имеют 
правую производную во всех точках интервала [α, В |, за исклю- 
чением некоторой счетной части А этого интервала (gq (т) 
в некоторых из этих точек может обращаться в бесконечность), 
и что в каждой из этих точек 


ONE (@). (6) 
ip этих условиях имеет место OPA 5 | 
If (2) —£(@) ||<g (+) —g (a). (7) 


Доказательство проводится совершенно аналогично доказа- 
тельству предложения 2. Пусть => 0О— произвольное число 
38 
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и (An) — последовательность, полученная в результате некоторого 
упорядочения точек множества А. Пусть J — множество таких 
точек YE/, что для всех X, удовлетворяющих условиям а<х<у, 
выполняется неравенство 
|2) —1(@) |< 8 (2) —в (α)ἠ-ε(α--α) 1-6 =; (8) 
an<x 
покажем, что J=/J. Прежде всего, как и в предложении 2, 
очевидно, что / есть интервал с левым концом а; если обозначить 
через с его правый конец, то CEJ; в самом деле, для любого 
х<с имеет место (8) и тем более 
If (ο) —£ (a) ||<g(@)—g@+e(c—a)te D +, 
an<c 
откуда, устремив в этом неравенстве х к с, получаем, в силу 
непрерывности функции f, что с удовлетворяет соотношению (8). 
= Покажем, что c=b. Допустим, что это не так, то есть что 
c<b uw что cé А; тогда # (с) и ga(c) существуют и удовлетво- 
ряют неравенству (6); сначала мы предположим, что ga (с) (кото- 
рая непременно > 0) конечна; в этом случае мы всегда можем 
написать #4 (с) = чра (с), где |ч|<1; а поскольку функция 
f (x) — ug (x) имеет в точке с правую производную, равную нулю, 
то существует такое у, что CL y<b и что для с<х< у имеет 
место неравенство | 
|1 (2) —£ (©) —u(g (2) —8 (0) ||<e (@—0), 
откуда 
If (2) —#() || <g (2) -@+е(=—9) 


и, применяя соотношение (8) с заменой в нем х на с, получаем 


[{ (x) — (а) | <g (2) в (@-+е(=-фа+е D =. < 


an<c 
<8 (т) — ε(α) 1-8 (α--ᾱ) +e > 
an<X 
Таким образом, y€J, чего быть не может. Предположим теперь, 
что c&A и ga(c)= +00; тогда найдется такое у, что e<ysb 
и что для CLX<LY, с одной стороны, 
IE (2) — Е (с) 15 (11а (0) | + 1) (2—0), 
ac другой стороны, 


(1) — в (ο) > (|| fa (ο) || +1) (α--- ο), 
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откуда 

Е (2) — Е (с) |< & (5) —& (6), 
и мы приходим к предыдущему заключению. Наконец, если с = a, 
при некотором А, то, в силу непрерывности f в точке а», сущест- 
вует такое у, что с<у<Ь и что для с<х<у имеет место 
неравенство | 


Ε 
[Е (2) —2() |<, 
откуда, используя (8) с заменой в нем х на с, получаем 


| (2) — Е (а) ||<g¢()—g (a) +e (c—a) +e D < 
ап<х 
<g(z)—g(a)+e(z—a)+e Ут, 


an<x 


что снова приводит к противоречию. На этом доказательство 
заканчивается. 


Замечания. 1) Здесь снова можно заменить в формулировке 
теоремы 2 интервал [а, b[ на Ja, 6], а «правую производную» на «левую 
производную». | 

2) Ниже будет показано, как можно уточнить случай равенства 
в соотношении (7), а также как можно обобщить теорему 2 на 
случай, когда Е — произвольное локально выпуклое пространство, 
при помощи метода, отличного от предыдущего и позволяющего 
вывести теорему 2 из теоремы 1. 


СЛЕДСТВИЕ. Для того чтобы вектор-функция, непрерывная 
на интервале ГС-В и принимающая значения в нормированном 
пространстве Е над телом В, была постоянной на Г, доста- 
точно, чтобы ее правая производная была равна нулю во всех 
точках интервала I, за исключением некоторой его cuem- 
ной части. 

Замечание. Доказательства теорем 1 и 2 существенным 
образом опирались на специальные топологические свойства тела В; 
в самом деле, можно указать примеры упорядоченных тел К, для 
которых существуют отличные от постоянного отображения тела А 
в себя, имеющие в каждой точке производную, равную нулю 
(ср. упражнение 3). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть вектор-функция f, принимающая 
значения в некотором нормированном пространстве E над 
телом В, определена и непрерывна на интервале ICRu 
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дифференцируема справа на дополнении В (относительно 7 
некоторой счетной части интервала Г; тогда для любых 
точек LED, хЕГ, yEI имеем (допустив, например, что х< у) 

И —£ (x) — 12 (20) 9—2) |< | 
<(y—zx) sup |[fa(z)—fa (xo) |. (9) 

2ЕВ, x<z<y 

В самом деле, достаточно применить теорему 2, заменив f 
функцией f (2) — {4 (20) 2, а g— линейной функцией, производная 


которой равна sup || fa (z) — fà (xo) ||. 
2ЕВ, x<z<y 
Теорема 2 распространяется на вектор-функции одного ком- 


плевсного переменного. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть f— вектор-функция комплексного 
переменного, определенная, непрерывная и дифференцируемая 
на некотором открытом выпуклом подмножестве А тела © 
и принимающая значения в нормированном пространстве Е 
над телом С. Если ||f' (2) || <m для любого zEA, то ||# (5) — 
—f(a) | < m|b—a| для любой пары точек а, b из А. 

1 
b—a 
так как g’(t)=f’(a--t(b—a)), то применение теоремы 2 к функ- 
ции © сразу доказывает предложение. 


В самом деле, положим g(t) = f(a+t(b—a)) πππ 0<t<1; 


СлеЕдствиЕ. Дия того чтобы вектор-функция f комплексного 
переменного, определенная и непрерывная на некоторой области 
АСС со значениями в нормированном пространстве над С, 
была постоянна, достаточно, чтобы она в любой точке из А 
имела производную, равную нулю. | 

В самом деле, пусть а— произвольная точка области A; 
множество В точек 2 из А, в которых f (2) — Î (а), с одной стороны, 
замкнуто, поскольку f непрерывна, а с другой стороны, открыто 
в силу предложения 4 (с m=O), примененного к какой-либо 
содержащейся в А окрестности произвольной точки множества ВБ; 
следовательно, оно совпадает с А. | 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть вектор-функция Ё комплексного пере- 
менного определена, непрерывна и дифференцируема на некото- 
ром открытом выпуклом множестве AC CG и принимает, значе- 
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‘ния в нормированном пространстве над телом С; тогда для 
любых точек хо ит из А имеем | 


ИЕ (У) —1 (x) —Р (αὐ) (у—2) |< и ol (10) 


Для доказательства достаточно © oki Teopemy 2 
к функции = 
g (t) =f (cx—t (y—az)) Е (x) (y — x) t 


на интервале [0, 1]. 


4, Непрерывность п роивводных 


ПредложениЕ 6. Пусть [ — открытый интервал из В, xo — 
один из его концов, f— вектор-функция, определенная и непре- 
рывная na I и принимающая свои значения в полном нормиро- 
ванном пространстве Е над телом В; предположим, что f имеет 
правую производную в точках дополнения В, относительно Г, 
некоторой счетной части этого интервала. Для того чтобы fa (x) 
имела предел, когда. x стремится’ к Lo, оставаясь в Bux Æ Lo, 
f (y)—f (x) 

de 


необходимо и достаточно, чтобы выражение имело предел 


с, когда (x, У) стремится к (Xo, Lo) таким образом, что «El, 
УЕГ, х-2 1, yÆ tu x y. При этих условиях { продолжает- 
ся по непрерывности в точку то, fa(z) стремится в ο, когда x 
стремится к то (оставаясь в В), и продолженная Функция À 
(определенная Hal |] {2}) имеет в точке хо производную, равную с. 


Допустим, например, что X — правый конец интервала Г. 
Покажем сначала, что если [4 (2) стремится к c, когда x CTpe- 


f(y)—f (x) 
MUTCH К 20, оставаясь в Вих # Zo, TO ne стремится к с; 
это сразу следует из теоремы 2, применение которой к функции 
Е (2) — cz дает нам неравенство 


f(y) —f (x) —е(у—2) |< wa) sup || fa (2) — οἱ 
EB, x<z<y 


для C<Y<Lo. Обратно, если WER) oy стремится к C, TO для 


любого #>0 найдется такое A>0, что для |z—x|<h, 
|У— 20| < (cx 52 20, у #2) выполняется неравенство 


[1 (/)—# (2) —е(у—=)|[<=у-—=|. . (11) 
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Ho для любого ЕВ, 2-20 и удовлетворяющего условию 
2--2ϱ| < й, найдется такое число К >0 (зависящее от x), что 
соотношения х< у<х--Ё влекут 


Е (у) —£ (x) — 4 (2) (Y¥—2) ||<e|y—2|, (12) 


откуда, принимая во внимание (11), для |r—a|\<h, «ΕΒ и 
2 == То получаем неравенство 


|! {α (2) —е || < 26, 


которое показывает, что (5) стремится к 0. Кроме того, из 
соотношения (11) сразу получаем, что 
| (У) — 2 (2) < (ег) |у— 2 

и, значит, (в силу критерия Коши) f имеет в точке хо предел 4, 
когда Æ стремится к этой точке, оставаясь в J их ΞΕ 20; устремив 
теперь в соотношении (11) x к 20, получаем для yEl, y# 40 
и |У— то | < неравенство 

f(y)—d | 

---------ρϱ!||«ς8 

| y—2ıo |< à 

которое показывает, что с является производной в точке To функ- 
ции f, продолженной по непрерывности на J |} {zo}. 


Замечание. Аналогичное рассуждение, основанное на теоре- 
ме 1, показывает, что если /—числовая функция, для которой fax 
1 (y) — f (x) 

у—х 


стремится к -+ 00 в точке zu, то отношение. тоже стре- 


мится к -+ 00, и обратно; если же, помимо того, } имеет в точке Zo 
конечный предел (что в данном случае не вытекает из сделанного 
предположения), то функция }, продолженная по непрерывности 
в точку хо, имеет в этой точке производную, равную + со. 
Упражнения. 1) Пусть для любого числа х из интервала 


ου 
[0, 1[ ряд > And? является его собственным двоичным разложе- 
ni 
> 00 
нием (Общая топология, гл. ТУ, $ 8, п° 5); положим f(x)= У, an2—2”. 
n=1 


Показать, что } непрерывна справа в каждой точке интервала [0, 1{, 
не постоянна ни на каком интервале и во всех точках из [0, 1[ 
имеет правую производную, равную нулю. 

2) В теле Ωρ р-адических чисел (Общая топология, гл. ПЛ, $5, 
упражнения 25—35) всякое целое р-адическое число 2 € Z, допускает 
разложение, и притом единственное, вида х = Ag + ар т... 
...+anpt+..., где ап— целые рациональные числа, 0<а; < p—1 
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при любом i. Для любого x € Z, положим 
f(x) =@о-Н ар... Напр?” ...; 


показать, что в Zp функция f непрерывна, не является постоянной 
в окрестности ни одной из точек и в каждой точке имеет произ- 
водную, равную нулю. 

-ϐ) Пусть К — троичное канторово множество (Общая топология, 
гл. IV, $ 2, n°5), In, p—2" его смежных интервалов длины 


1 
zu (1<Р<?"), Kn,p—2"*! замкнутых интервалов длины ит, 


объединение которых составляет дополнение объединения Im,p для 
mon, 


a) Пусть а— число в пределах 1 La << 23 для любого п 060- 


значим через fn непрерывную возрастающую Ha [0, 1] функцию, рав- 
ную 0 в точке х=0, постоянную на каждом интервале Ги, р, Для 
которого m<n, линейную на каждом из интервалов Kp, p 
(1 <р< 27H) и такую, что f,(z)=u"tl на каждом из этих послед- 


них интервалов. Показать, что ряд с общим членом fp, равномерно 
сходится Ha [0, 1], имеет своей суммой функцию f, которая всюду 
на [0,1[ имеет правую производную, и что },(5)=-[- со во всех 
точках множества К, кроме левых концов смежных интервалов Jp, р. 

6) Пусть =г— непрерывное возрастающее отображение интервала 
[0, 1] на себя, постоянное на каждом из интервалов Jp, p (ср. Общая 
топология, гл. ТУ, $8, упражнения 9 и 166)). Показать, что если 
h=f+g, то В имеет в любой точке интервала [0, 1[ правую про- 
изводную, равную f(x). 

4) Пусть }—числовая функция, конечная”и непрерывная на KOM- 
пактном интервале [а, 6] и имеющая в каждой точке открытого 
интервала ja, b| правую производную. Пусть т и.МрЫ— нижняя 
и верхняя (конечные или бесконечные) грани функции /,(x) на Ja, Of. 


а) Показать, что когда 2 и у пробегают [а, 6] так, что x = у, 


: 2) — 
то множество значений отношения en совпадает с интерва- 


лом ]m, М[, если } не линейна (свести к доказательству того, что 
если fj принимает два различных значения противоположных зна- 


ков в двух точках с и 4 из ja, В], то существуют две различные 
точки интервала jc, а[, в которых f принимает равные значения). 

6) Если f имеет, кроме того, в каждой точке из ja, Ви левую 
производную, то нижние (соответственно верхние) грани функций 
fa Uf, Ha Ja, b[ равны. 

в) Вывести отсюда, что если f дифференцируема на Ja, b[, то 
при отображении f’ образ любого интервала, содержащегося в ja, O[, 
снова есть интервал и, следовательно, связен (использовать а)). 
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5) Пусть #— векторное отображение интервала [--[0, 1] в R? 


определенное следующим образом: для O<St< 7 ‚f(t)=(—4t, 0, 0); 


для FES = (1, 4t—1, 0); для : a St ST 


4t— 2) и, наконец, для Sete 1, # (1) =(4t—4, 1, 1). Показать, что 


f (4) =(—4, 4; 


выпуклое множество, порожденное множеством fi (Г), не совпадает 


с замыканием множества значений отношения un ‚ когда 
(x, y) пробегает множество различных пар точек из ] (ср. упраж- 
нение 4а)). 

6) На интервале J=[—1, +1] задана вектор-функция f со зна- 
чениями в R2, определенная следующим образом: f (f)—=(0, 0) для 


—1<t<); к9=(е sin , 12 cos +) для O<t <1. Показать, что f 


дифференцируема на |—1, +1[, но что образ этого интервала при 
отображении #’ не является связным множеством в R? (cp. 
упражнение 4 в)). 

7) Пусть непрерывная вектор-функция # определена на открытом 
интервале /CR, принимает значения в нормированном простран- 
стве E над В и имеет в каждой точке интервала J правую произ- 
водную. Показать, что множество точек из J, в которых f имеет 
производную, является дополнением тощего в J множества (исполь- 
зовать упражнение 4 6) $ 1 и предложение 6). 

°8) Рассмотрим на интервале [0, 1] семейство (Jn, p) открытых 
интервалов, не имеющих попарно общих точек и определенных по 
индукции следующим образом: п— целое и принимает все значе- 
ния 220; для каждого значения п целое р принимает значения 


A ЛЬ К |= $ 5; если J, есть объединение интерва- 


лов Im, р, соответствующих числам т < п, то дополнение к Jy есть 
объединение 2+1 замкнутых интервалов Kp, p (1 < p< 2711), не име- 
ющих попарно общих точек. Если Κη,» есть интервал [а, 6], 
то в качестве IJni14,p берется открытый интервал с концами 


b— b—a 
τ 147) u 6 — an . Пусть Е — совершенно? множество, 


являющееся дополнением объединения интервалов Jp, р относительно 
[0, 1]. Определить на [0, 1] непрерывную числовую функцию, кото- 
рая имеет в каждой точке интервала [0, 1[ правую производную, 
но не имеет левой производной в точках несчетного множества, 
состоящего из точек множества EL, отличных от концов смежных 


к Е интервалов (ср. упражнение 7). ( положить /=0 на E и опре- 


делить надлежащим образом f на каждом In,p так, чтобы для 
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любого ЕЕ существовали точки y «2, не принадлежащие L, сколь 
у о 
9) Пусть f и &#— две конечные числовые функции, непрерывные 
на [а, 6] и имеющие на ja, b| конечную производную; показать, что 
существует такое с, а «< с< δ, что 


угодно близкие καπ такие, что 


f(b)—f(a) -g (6) —8 (а) 


Zug: 
Г (с) Ε΄ (с) 


210) Пусть две конечные числовые функции f и g строго поло- 
жительны, непрерывны и дифференцируемы на некотором открытом 


’ 
интервале J. Показать, что если f’ u δ΄ строго положительны Æ a 


строго возрастает Ha J, то либо — строго возрастает на /, либо 
существует такое число СЕГ, что À строго убывает для z<c 
Γ (x) f (x) 
и строго возрастает для x > e( честь, что если то 
Е coor τη τε 
"РЕ. 
и для всякого у < x имеет место ------ 
gy) >= 


11) Пусть er функция, непрерывная на откры- 
том интервале /, не обращающаяся на нем в нуль и имеющая в каж- 
дой точке этого интервала правую производную. Для того чтобы 
|f| была возрастающей на J, необходимо и достаточно, чтобы 


a( => 0: Ha 1. 


°12) Пусть числовая функция f дифференцируема на открытом 
интервале J, g—ee производная на /, и пусть [a, 6]— компактный 
интервал, заключенный в J; предположим, что g дифференцируема 
на открытом интервале ja, 6|, но не обязательно непрерывна справа 
(соответственно слева) в точке а (соответственно 65); показать, что 
существует такое с, a<c<b, что g(b)—g (а) = (6 —а) g’ (ο) (исполь- 
зовать упражнение 4в)). 

13) Симметрической производной вектор-функции f во внутрен 
ней точке хо интервала, на котором определена f, называется предел 
f (zo+h) —f (xp — В) 


(если OH существует) отношения SE 


‚ когда À стре- 


мится к нулю, оставаясь > 0. 

а) Обобщить на симметрическую производную правила счисле- 
ния, установленные в $ 1 для производной. 

6) Показать, что теоремы 1 и 2 остаются верными, если слова 
«правая производная» заменить словами «симметрическая произ- 
водная». 
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$ 3. Производные высших порядков 


1. Производные п-го порядка 

_ Пусть вектор-функция f одного действительного переменного 
определена, непрерывна и дифференцируема на интервале J. Если 
производная ζ΄ существует в некоторой окрестности (относитель- 
но /) точки ΖΕ и дифференцируема в точке 20, то ее произ- 
водная называется второй производной функции f в точке 20 
и обозначается Г’ (10) или О? (x). Если эта вторая производная 
существует в любой точке интервала / (что предполагает суще- 
ствование и непрерывность # на /), то x —f” (x) есть вектор- 
функция, которую обозначают Ё или ОУ. Точно так же по индук- 
ции определяется п-я производная (или производная п-го поряд- 
ка) функции Г, которая обозначается #{“” или О"; πο определе- 
нию, ее значение в точке хо Е/ есть производная функции fÜTD 
в Точке 20; следовательно, это определение предполагает суще- 
ствование всех производных #Ё) порядка k<n—1 в некоторой 
окрестности точки хо относительно Г и дифференцируемость 
функции f® 1 в точке Zo. 

Говорят, что функция f дифференцируема п раз в точке Lo 
(соответственно на интервале), если она имеет в этой точке (соот- 
ветственно на этом интервале) п-ю производную. Говорят, что f 
бесконечно дифференцируема на J, если она имеет на J произ- 
водную п-го порядка для любого целого n> 0. 

При помощи индукции по т получаем, что 

DIPH=DFT, (1) 
Точнее, когда определен один из двух членов равенства (1), то 
другой тоже определен и равен первому. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Множество вектор-функций, определенных 
на интервале ГС В, принимающих свои значения в одном и том 
же топологическом векторном пространстве Е и имеющих na I 
п-ю производную, образует векторное пространство над телом В, 
а --- D'É является линейным (однородным) отображением этого 
пространства в векторное пространство отображений Гв Е. 

Действительно, применяя индукцию по и, мы докажем формулы 

D" (f+ g)= Dt + Dg, . (2) 
D" (fa) = D"fa, (3) 
когда Ги © имеют n-e производные Ha ὯΙ (а— постоянная). | 
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ПрЕдложЕНИЕ 2 («формула Лейбница»). Пусть Е, Е, G—mpu 
топологических векторных пространства над телом В, а ото- 
бражение (x, у) —> [ху] есть непрерывное билинейное отображе- 
ние множества EX F в G. Если Ё (соответственно g) определена 
на интервале ГС В, принимает свои значения в Е (соответ- 
ственно в F) и имеет на Г производную п-го порядка, то [fg] 
имеет на I производную п-го порядка, выражаемую формулой 


риа = И + (7 ) era’ + + 
: = (N—P)gy(P) (п) 
+ (FP gry +... Hg. (4) 
Формула (4) доказывается тоже индукцией по п ( с учетом 
соотношения ( ; 3 = ( ES +- ¢ ae 3 между биномиальными 


коэффициентами ) у 


Точно так же проверяется и следующая формула (при тех же 
предположениях, что и предложение 2): 
И ak CETTE 
SD ST ee Jars Ar NED 
Предыдущие предложения были сформулированы для функций, 
п раз дифференцируемых на интервале; предлагаем читателю сфор- 


мулировать аналогичные предложения для функций, п раз диффе- 
ренцируемых в точке. 


2. Формула Тейлора 

Пусть f— определенная на интервале ГС В вектор-функция 
CO значениями в нормированном пространстве E над телом В; 
утверждение, что f имеет производную в точке аЕГ, означает, 
что существует предел 


in о, (6) 
х—а 


x—a, хЕГ, ха 
или, иными словами, что f «приближенно равна» линейной 
функции #(а)-- РЁ (α)(α--α) в окрестности точки а (см. гл. V, 
где дается общее изложение этого понятия). Мы покажем, что 
существование производной п-го порядка функции Ё в точке a 
точно таким же образом влечет за собой «приближенное равен- 
ство» функции f многочлену om 2 порядка п с коэффициентами 
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из E (Общая топология, гл X, $ 5) в окрестности точки а. 
„Более точно: 


ТЕОРЕМА 1. Если функция f в точке а имеет п-ю производ- 
ную, то 


ser ; fin 
Е FH ge 
; 1! n! 
lim —____.__—____-._____ = 0). (7) 
x>a, хЕТ, x#a (2 — а) 

Проведем индукцию по п. Для n=1 теорема верна. Для 
произвольного A, согласно предположению индукции, ее можно 
применить к производной Ё функции f; следовательно, для лю- 
бого &> 0 существует такое À > 0, что, положив 


ЕО таг “Ро... tm) Em 


для |y—a|<hu уЕГ, получим 


f’ (υ)--Ε (Ste) + 


“|= 


. — №) (а) |< e|y—a |". 


Применим теорему о конечных приращениях ($ 2, теорема 2) 
на интервале с концами а, 2 (при |z—a|<h) к вектор-функ- 


es «» .» 8 
ции g и к возрастающей числовой функции, равной = у—а |" 


для ca u ——|y—a|" для д < а; получим || g (x) |----|ᾳ--α[", 


что доказывает теорему. 
Следовательно, можно написать 


f(x) =f (a) +8 (FT HF +... + 
ЧЕ” (a) 2 +u (x) er 28) 


где u(x) стремится к 0, когда 2 стремится к а, оставаясь в J; 
эта формула называется формулой Тейлора п-го порядка в точ- 
ке а, а правая часть в формуле (8) называется разложением 
Тейлора порядка п функции f в точке а. Последний член 


гл (2) =u (x) —— a Tr называется остаточным членом формулы 


Тейлора п-го ER 
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Если f имеет на J производную (n<+1)-20 порядка, то можно 
получить оценку выражения || r, (X) || через эту (n-+1)-10 произ- 
водную, и притом не только в неопределенной окрестности 
точки а, но и на всем интервале Г: 


IIpequomenue 3. Если || f(x) |< M na I, mo 


z—a \n+1 


| Pn (2) || <M BEM. (9) 


HRS 


Действительно, для n=O формула верна в силу теоремы 2 
$ 2. Докажем ee индукцией по п; согласно предположению ин- 
дукции мы можем применить ee к f’, и тогда получим 


[ra DIM , 


откуда формула (9) получается в результате применения Teo- 
ремы о конечных приращениях ($ 2, теорема 2). 


Следствие. Если конечная числовая функция | имеет на I 
производную (n-+-1)-20 порядка и на I выполняются неравен- 
ства т< "ТЭМ, mo для любого z>a из этого интервала 


(< ME 


ΠΕ о. oe 


причем второй член может быть равен первому (соответствен- 
но третъему) лишь в том случае, если f(T!) постоянна u рав- 
на т (соответственно М) на интервале [а, 1]. 


Доказательство проводится точно так же, только применяется 
теорема 1 $ 2. | 

Замечания. 1) Еще в процессе доказательства теоремы 1 
было замечено, что если f имеет Ha J производную ‘порядка п 
и если | | 


Е (x) = ао + ay (1 —а) + а. (rat... + ав (1 — а)" т (2) (11) 


есть разложение Тейлора n-ro порядка этой функции в точке а, 
то разложение Тейлора п-го порядка функции ff в точке а 
имеет вид 


Гоа та (ea) LE lol, >. aa 
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Говорят, что эта формула получается путем почленного диф- 
ференцирования разложения (11) функции f. 

2) При тех же условиях коэффициенты а; в формуле (11) 
определяются по индукции при помощи соотношений: 


ao = f (a), 

lim) 

lim - Ξ (x — a) 

Ба f (x) —1(а)—а, (1—а)—... ап (2 — а)п-1 
xoa (2 — a)" 


В случае а=0 отсюда, в частности, вытекает, что если 
f(z?) (р целое, >0) имеет в окрестности нуля производную 
порядка рп, то разложение Тейлора порядка рп этой функции 
‘имеет вид 


# (x?) = ао + aix? + 8043Ρ--».. ap”? +r, (27), 
где г, (12) — остаточный член разложения (ср. гл. У, $ 2). 


3) Определение производной п-го порядка и предыдущие резуль- 
таты без труда переносятся на функции одного комплексного пере- 
менного; но мы не будем останавливаться здесь на этом вопросе, 
так как он будет рассмотрен подробно в одной из следующих книг 
этого трактата. 

Упражнения. 1) При тех же предположениях, что и в пред- 
ложении 2, доказать формулу 


[29% в] = 2 (---1η5 ( Е ) D"—P [fg], 
p= 


2) Предположим, в обозначениях предложения 2, что из соот- 
ношения [ay]—0 для любого yEF следует, что а=0 в Е, Если 
при этих условиях ©; (O<i<n)—n-+1 вектор-функций со значе- 
ниями в FE, определенных на интервале / и таких, что для любой 
вектор-функции f, принимающей значения B À и п раз дифференци- 
руемой на Г, имеет место тождество 


[gof] + [ва]... + [gnf™]=0, 


то функции ©; тождественно равны нулю. 

3) Предположим, в обозначениях упражнения 2 и при тех же 
предположениях относительно [X y], что каждая из функций gp 
п раз дифференцируема на J; для любой функции f, п раз диффе- 
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ренцируемой на J и принимающей свои значения в А, положим 
[gof] — Igel’ + [eof] +... + Nr [ent] = 
== [hof] + [hyf’]+ ...+[h,f™], 


определив тем самым, и притом однозначно, функции h; (0<1< п) 
(упражнение 2); показать, что имеет место тождество 


[hof] —[hyf]’ + [hof]” +... + (— 1)" [h,f]00 = 
=[gof]+[gif’]+ ...+[gnf™]. 
4) Пусть вектор-функция f дифференцируема п раз Ha интер- 


1 
вале J. Показать, что для ze имеет место тождество 


Ἢ [ου Ἐν en a ; + | 


{рассуждение проводить методом индукции по п). 
5) Пусть и и v— две конечные числовые функции, n раз диффе- 
ренцируемые на интервале J. Показать, что если в любой точке, 


в которой v(x) # 0, положить D" (+ )a(- 4)" sai ‚ то 
и v 0 0 0 
u’ v' г 0 0 
и” ya” ovr 1 0 


Un = 


un=-D рт (τ D v(n—2) ee - OD ees v 
ud pir = vyir—D р + τ᾽ és PL 
| of | 2 REES 


| u 
( положив nie продифференцировать п раз тождество ии ) > 


°6) Пусть вектор-функция f определена Ha открытом интервале J 
и принимает свои значения в нормированном пространстве ЕЁ. 

Положим  Af(x; h)=f(e+h)—f(x2); затем по индукции 
APE (235 М, ho, ..., Rp, - Rp) = APTI E (A+ hg). A --.. Rp) 
— AP-I£ (x; hy, ..., Ap-ı). Таким образом, эти функции опреде- 
лены для каждого x Е Г, если h; достаточно малы. 

а) Если функция f дифференцируема п раз в точке 2 (и следо- 
вательно, n—1 раз дифференцируема в окрестности точки X), то 


lim Af (x; hy, ho, ..., An) 


— {M(x 
thas VE. et, 0) йо... An (=) 


(рассуждение проводить методом sen по п, используя теорему 


о конечных приращениях). N 


4 H. Бурбаки 


90 


далее, 
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6) Если f дифференцируема п раз на интервале J, то 


IAE (5; hy, ..., A) — #00 (αρ) Мо... Ш || < 
= <|hıhz ... hy | sup | £™ (e@+ thy +... + tphn)—f™ (50) ||, 

где верхняя грань берется по множеству таких (f;), что OL 1 
для 1<i<n (тот же метод). 

в) Если числовая функция f дифференцируема п раз на J, то 

A" (2; hy, he, ...) hn)=hıha cee hpf™ (x + O4hy + ... + Onhn), 
где. числа 0; принадлежат интервалу [0, 1] (тот же метод с npume- 
нением следствия из предложения 1). | 

7) Пусть числовая функция } дифференцируема п раз в точке αρ, 
а вектор-функция`# дифференцируема п раз в точке у= } (x). Пусть, 


1 (30 +h) = ао аай--... ай" ти (h), 

So (Yo + К) =Ш-НЫА--... Е А” - 8, (k) 

— разложения Тейлора n-ro порядка функций } и © соответственно 
в точках To и Yo. Показать, что сумма n--1 членов в разложении 
Тейлора п-го порядка сложной функции go f B точке хо равна сумме 
членов степени, не превосходящей п, многочлена 


bo by (ah... Hank") + bo (ht... -anh")2+.. 
ba (+... ай"). 


Вывести отсюда следующие две bots 


a) 0" (g (f (<))) = 
θές + BEI, FA fo (x) 
= > mi! PE .. Mg! ge? (FC) ( iT as ; 


где сумма распространяется на все совокупности таких целых 
строго положительных чисел (Mi <i<q? что 


па 2т2--...--Чта=п, 


а р означает сумму m ma +... та; 


n р 
ὅ) 2» (α(/ω)-- Σ) ee [D (2) rap diem]. 
q=1 


p=1 
8) Пусть /— числовая функция, определенная и п раз дифферен- 
цируемая на интервале I, x, 20, ..., хр— отличные друг от друга 


точки этого интервала, а п; (1 << bj. суть р целых положительных 
чисел и таких, что My+No-+.. _tnp=n. Предположим, что в точке 2} 
функция f обращается в нуль вместе со своими п; —1 первыми произ- 
водными (1 <i< р); показать, что внутри наименьшего интервала, 
содержащего все х;, существует точка &, в которой f("—) (&) =0. 

9) Предположим, используя обозначения ‘упражнения 8, что 
функция. f дифференцируема п раз на J, а в остальном произвольна. 
Пусть, далее, х — многочлен степени п—1 (с действительными коэф- 
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фициентами), обладающий тем свойством, что в точке x; (1<i< p) 
многочлен δ и его п; —1 первых производных равны соответственно 
ри ее п;—1 первым производным. Показать, что 


n 
(α--α)}(α--αρ) 3... (α--αρ) P 
Ι(ο)-Ξε(α)}--------------ῃ---------- om (À), 
где &—внутренняя точка наименьшего интервала, содержащего все 
точки 21 (1<i<, p) и т. (Применить упражнение 8 к функции от 1: 


(Е— 2)! (ἰ--- 12)"2... (1 --αρ) P 
а —  ——— — 
где a — надлежащим образом выбранная постоянная.) 

10) Пусть g— нечетная числовая функция, определенная в окрест- 
ности нуля и 5 раз дифференцируемая в этой окрестности. Пока- 
зать, что | 


’ 


g (a) = À (g! (a) +24" (0) — À g (E) 


(TOT же метод, что и в упражнении 9). 


Вывести отсюда, что если f— числовая функция, опредсленвая 
на [α, δ] u5 ыы oe ae на этом интервале, TO 


b 
f (d)—f (a) = + CE) |] - te ©. 
mre a<&<b ARE Симпсона»). 
11) Пусть Л, fo, ..., Ins Lis #2, .... @п-—2п числовых функций, 


п—1 раз дифференцируемых на интервале J. Пусть (Ti)ı<i<n” 
строго возрастающая последовательность п точек из J. Показать, 
что отношение двух определителей 


ha) Л (22) ... И (Zn) #1 (21) 21 (12) ... 84 (tn) 
fa (21) 12(22) ... fa (Zn) . | 82 (χι) g2(r2) ... 82 (En) 
In (&ı) fn (12)... Fn(&n) En (21) En (20) ... En (Xn) 


равно отношению двух определителей 


itty tte oT eS 21 (1) 1 (25)... erde.) 
fa (E1) a (6)... En) |. 820 εὖ (Ea) -.. ef 9 (En) 


in , fas) | 2 [ΕΟ (En) | | Enke) 22)... En) 
где 
На, ξι«ξο«αρ, <<, ..., бт 
(использовать упражнение 9 $ 2). 
Частный случай: gy (x) =1, 22(1)=1, ..., gn (x)—2"" 1. 
712) а) Пусть вектор-функция f определена и непрерывна на 
конечном интервале /=[—a, а], принимает свои значения в 


4% 
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нормированном пространстве E над телом В u дважды дифференциру- 
ema на Г. Показать, что если Mo=sup || f (x) ||, Ma=sup || {" (x) ||, то 
χε] ΧΕΙ 


для любого αΕ] 


, Mo x2 + a2 
[1΄ @) ll << = + № 


(выразить каждую из разностей f (а) —1 (zx), f(—a)—f(z)). 
6) Вывести из a), что если функция f дважды дифференцируема 
на интервале J (не обязательно ограниченном) и если Mo=sup || f (2) || 
χΕΙ 


и Ma=sup ||f” (x) || конечны, το M,=sup||f’ (x) || тоже конечно u 
хЕТ χε : 


LA 


M, <2V MoMo, если J имеет длину > 2 VAE ‚ M < УЗУ Мм. , 
2 


если [=В. 


Показать, что числа 2 и У2 в этих неравенствах не могут 
быть заменены меньшими числами (рассмотреть сначала тот случай, 
когда предполагается лишь, что f имеет вторую правую производ- 
ную, и показать, что в этом случае предыдущие неравенства могут 
обратиться в равенства, если в качестве f взять числовую функцию, 
«кусочно» равную многочленам второго порядка). 

в) Вывести из 6), что если f дифференцируема р раз на В и если 
Mn | {2} (x) || и apd f(x) || конечны, TO каждое из чисел 


M,„=sup ||f® (x) || конечно для 1<k<p—ilu 
хЕВ 


k(p—k) ὶ В В 
Миа М МР 


513) а) Пусть дважды дифференцируемая на В числовая функ- 
ция f удовлетворяет условиям: (f(x))?<a un (f’ (x))?-+(f" (x))? <b 
на В; показать, что (f (x))?+(f’ (х))? < тах (а, 6) на В (рассуждать 
от противного, заметив, что если функция ]2--}’? принимает значе- 
ние с > шах (а, 6) в точке To, то найдутся такие две точки X, и 20, 
что 1, < Ep «20, и что в точках 2 и 209 функция } принимает столь 
малые значения, что f2-- |; принимает значения, меньшие с; после 
этого взять точку из интервала [2], 25], в которой f?-+-f’? достигает 
своей верхней грани на этом интервале). 

6) Пусть числовая функция f, п раз дифференцируемая на В, 
удовлетворяет на В условиям: (f(z)) < a и (11 (x)y2+(f(™ (2))2< 
< b; показать, что тогда на В выполняется неравенство (fRTD (x))2+ 
(F0 (x))2 < max (а, ὁ) для 1 < Ё < п. (Рассуждение проводить мето- 
дом индукции по п; заметить, что на основании упражнения 12 верх- 
HAA грань с выражения (f’ (х))? на В конечна; рассуждая от против- 
ного, показать, что с < шах (а, 6): допустив, что с > шах (а, 6), 
выбрать такие постоянные A и u, чтобы для функции g=Af-tu 
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выполнялись неравенства |5 (2) | < 1, |g'(x)| <1, но чтобы нера- 
венство (g (2))2-+-(g’ (х))? < 1 не могло выполняться для любого +.) 

°44) Пусть функция f дифференцируема п—1 раз на интервале 
I, содержащем 0, a вектор-функции f, определены на J для 2520 
при помощи соотношения | 


Γ(ο)--{ (0) 1-1’ (0) TH (0) + 


ER {04 + ἕῃ (x) x" 


a) Показать, что если f имеет в 0 производную (n-- p)-ro порядка, 
то f, имеет производную порядка р в 0 и производную порядка 
(n + p—1) в любой ance от 0 точке из некоторой окрестности 0; 


кроме того, f(*) (0) = +) (0) для O<k<p u (Prk) (x) a? 


(n ΕΠ 
стремится к 0 одновременно с x для 1 < А<п—1 (выразить производ- 
ные функции f, при помощи разложений Тейлора последовательных 
производных функции f и использовать предложение 6 $ 2). 

6) Обратно, пусть #„— вектор-функция, имеющая производные 
(n-+-p—1)-To порядка в окрестности О интервала J и такая, что 
КРЕМ) (2) хЁ стремится к пределу для 0<k<n—1. Показать, что 
функция f, (x) 2 имеет на J производную (n-+ р—1)-го порядка; если, 
кроме того, f, имеет в 0 производную порядка р, TO f, (x) х" имеет 
в О производную порядка (п-Ер). 

в) Предположим, что интервал / симметричен относительно 0 
и что { —четная функция (ke (—xv)—f (x) на Г). Показать при помощи 
а) и 6), что если f дифференцируема 2n раз на Г, то существует 
такая функция g, определенная и п раз дифференцируемая на J, что 
§ (x)= ¢ (#2) над: 

°15) Пусть Г—открытый интервал из В и Ё— вектор-функция, 
определенная и непрерывная Ha J; предположим, что существует п 
вектор-функций 9; (1<1< п), определенных на Ги таких, что 
функции от 2 | 


чих (a+ Nr Er (2) ) 
| p=1 


равномерно сходятся к 0 на любом компактном интервале, содержа- 
щемся в J, когда h стремится к 0. 

а) Положим f,(x, α)--ΔΡΕ(α; h, №, ..., №) (упражнение 6). Пока- 

1 

yp ip (x, №) равномерно сходят- 
ся к p(x) на любом компактном интервале, содержащемся в Г, ког- 
да № стремится к 0, и что функции gy непрерывны на J (доказы- 
вать последовательно для p=n, p=n—1 ит. д.). 


зать, что для 1< рп функции 


54 


ПРОИЗВОДНЫЕ гл. 1, 8 4 


6) Вывести отсюда, что f обладает на J п-й непрерывной произ- 
водной и что fM—=g, для 1<p<n (принять во внимание COOTHO- 
шение fp41(x, h)=fp(x+h, №) — 5 (a, h)). 

°16) Пусть /—числовая функция, п раз дифференцируемая на 
1=]—1, +1[ и такая, что | } (1) | <1 на этом интервале. 

а) Показать, что если т» (А) означает минимум выражения 
(7°) (=) | на интервале длины À, содержащемся в J, то 

В (k+1) 
2 gk 


= 1<k<n). 


m, À) < 


( Заметить, что если интервал длины А разбит Ha три интервала 


длины a, В, у, то 


ть (À) < + (my 1 (a) + my (у). ) 


6) Вывести отсюда, что существует такое число Up, зависящее 
только от п, что если | } (0) |; μη, то fi (x) обращается в нуль по 
крайней мере в пр—1 различных точках интервала J (показать 
индукцией по k, что /‘®) обращается в нуль по крайней мере ἆ ---Ί 
раз на Г). 

°47) а) Пусть { — вектор-функция, имеющая на открытом интер- 
вале J производные всех порядков. Предположим, что на J выпол- 
няются неравенства || f(™ (x) || < ап! г", где а и r—ıBa положитель- 
ных числа, не зависящие от 2 U OT п; показать, что в любой точке 


3 1 
x, EI «ряд Тейлора» с общим членом Ae {(™ (x9) (x — to)" сходится 


к сумме f(x) в окрестности точки Zo. 

6) Обратно, если ряд Тейлора функции. в точке хо сходится в 
окрестности точки xo, то существуют такие два числа a и г (зави- 
сящие от αρ), что || "> (αρ) || < ап! г" для любого п. 

в) Вывести из a) и из упражнения 16 6), что если на открытом 
интервале / числовая функция бесконечно дифференцируема и если 
существует такое не зависящее от п число р, что f(® обращается 
в нуль не более чем в р различных точках интервала J, то ряд 
Тейлора функции } в окрестности любой точки ху интервала | 
сходится и имеет своей суммой f(x) в любой точке некоторой 
окрестности точки Lo. 


$ 4. Выпуклые функции действительного переменного 


Пусть Нр— часть тела В, ]— конечная числовая Функция, 


определенная на H, G—epagux или множество, изображающее 
функцию f на Rx В =В?, то есть множество точек M,= (x, f (x)), 
где x пробегает множество Н. Условимся говорить, что точка 
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(а, 6) из В?, такая, что a€H, лежит выше (соответственно 
строго выше, ниже, строго ниже) графика С, если b>f(a) 
(соответственно b>f(a), b<f(a), b<f(a)). Если А= (а, а’) 
и B=(b, В’) — две точки из R?, то обозначим через АВ замкну- 
тый отрезок с концами A и В; ec- | 
ли a<b, то АВ есть график 


линейной функции a’ + FR —a), 


определенной на [а, 6]; обозначим 


bh’ A" 
через p (AB) наклон —— — этого OT- 
резка. Мы будем пользоваться сле- 
дующей леммой, справедливость ко- 
торой очевидна: 


| 
| 
| 
р 
| 
| 
1 
1 
1 
1 
| 
δ 


Лемма. Пусть А=(а, а’), B= D nn 
=(b,b’), С == (с, с’) — marue три 
точки из В?, что a<b<c. Тогда следующие предложения- 
эквивалентны: 

а) В лежит ниже AC; 

Ὁ) С лежит выше прямой, проходящей через Αι и B; 

с) А лежит выше прямой, проходящей через В и С; 

4) р(АВ) < p (AC); 

ο) р(АС) <p (BC). 


Лемма остается справедливой, если заменить в ней слово 
«выше» (соответственно «ниже») словами «строго выше» (соответ- 
ственно «строго ниже») и знак < знаком < (рис. 1). 


1. Определение выпувлых фунвций 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Говорят, что конечная числовая функция f, 
определенная на интервале ГС В, выпукла на Г, если для 
любых двух точек x, x из I (ce Lx’) всякая точка M, графика 
С функции |, для которой х<< т’, лежит ниже отрезка 
M,M, (или, что то же самое, если всякая точка этого отрезка 
лежит выше G) (рис. 2). 


Если учесть параметрическое представление отрезка (Общая 
топология, гл. VI, $ 1, n° 4), то условие выпуклости функции f 
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на / можно представить в виде 
f (Ax + (1—^) x’) <Af (x) + (L—A) f(x) (1) 


для любой пары точек (x, x’) из J и любого AE[O, 1]. 

Определение 1 эквивалентно, кроме того, следующему утверж- 
дению: множество точек из В*, лежащих выше графика С 
функции |, выпукло. В самом деле, 
это условие, очевидно, достаточно для 
того, чтобы f была выпукла на Г; 
оно также и необходимо, так как 
если f выпукла Ha / и если (x, y), 
(x', y')— две точки, лежащие выше 
G, то y>f(z), y >f(x’), откуда 
для O<A<1 на основании форму- 
; z лы (1) получаем 


Puc. 2. Ay + (1—^№ у’ > Af (x) + 
+ (1—^) f(z") > Аг -- (1—^ =), 
то есть всякая точка отрезка с концами (X, y) и (x, у’) лежит 
выше G. 


GS 


ia EU 


Замечание. Точно так же доказывается, что множество 
точек, лежащих строго выше G, выпукло. Обратно, если это MHO- 
жество выпукло, TO 


Ay+-(1—A) у’ > f (Aw +(1—A) =’) 


для O<h< 1 wy > f(z), у > f(x’); устремив в этой формуле у к 
f(x), ay’ x f(x’), получим, что f выпукла. 

Примеры. 1) Всякая линейная аффинная (числовая) р 
ac--b выпукла на В. 

2) Функция 23 выпукла на В, так как 


Аж? (1 —A) ar? — (Аж + (1 —A) w’)2 =A (1—A) (5—=')? > 0 
nan OA LÀ: 
3) Функция |x| выпукла на В, Tak Kak 
[А2-- (L—A) 2" | <A] 1--И—^) | 2" | 
для O<A< 1. 


Ясно, что если f выпукла Ha J, то ee сужение на любой 
интервал JC_/ выпукло на J. 
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Пусть функция f выпукла Ha /, и пусть x, x2’— такие две 
точки из /, что <’; тогда для точки ΖΕΙ], лежащей ΒΗΘ 
интервала [2, α΄], M, лежит выше прямой D, соединяющей M, 
и M; это непосредственно следует из леммы. 

Отсюда получаем, что если точка 2 такова, что 2 <2Z<xr 
и M, находится на отрезке М„М»., то для любой другой точки 
2’, удовлетворяющей тому же условию х<2’ < т’, M, тоже 
лежит на отрезке М.М», так как из вышесказанного следует, 
что точка M, должна лежать одновременно и выше и ниже 
этого отрезка; другими словами, в этом случае f равна на 
интервале [х, х’| линейной функции. | 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 2. Говорят, что конечная числовая функция f, 
определенная на интервале ГС В, строго выпукла на Г, если 
для любых двух точек x, x из I (x Lx’) всякая точка M, epa- 
фика а функции f для т<з< т’ лежит строго ниже отрезка 
M,M, (или, что сводится к тому же, если любая точка этого 
отрезка, отличная от его концов, лежит строго выше G). 


Иными словами, неравенство 
f (Ax + (1—^) 2’) <Af (x) + (1—A) f(z’) 0 


должно иметь место для любой пары (X, 1’) различных точек: 
из / и любого Л, удовлетворяющего условию O<A< 1. 

Замечания, предшествующие определению 2, показывают, что: 
для того, чтобы выпуклая на J функция f была строго выпук- 
лой, необходимо и достаточно, чтобы не существовало ни одного. 
интервала, содержащегося в / (и не сводящегося к точке), на 
котором сужение функции f линейно. 


Первая и третья функции в рассмотренных выше примерах He 
являются строго выпуклыми; напротив, ясно, что функция 22 строго. 


выпукла на В; простое вычисление показывает, что функция τ 


строго выпукла Ha ]0, -+oof. 


Ipennossenme 1. Лусть конечная числовая функция f выпукла 
(соответственно строго выпукла) на интервале TCR. Для любой. 
совокупности (Xi)i<i<p, P>2, различных точек из Ги любой 
совокупности (Aj)i<i<p таких р действительных чисел, что, 
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aes hy et ht у À; =1, выполняется неравенство 
$ =$ 


Г ( à lit; )< DE (3) 


(соответственно 
(> ti) < 2 hif (αὐ). (4) 


Так как при p=2 предложение (для выпуклых функций) 

сводится к неравенству (1), то для р>2 мы будем рассуждать 
р—1 

wo индукции. Число p= à Л; >0; ясно, что если a и b— на- 


‘именьшее и наибольшее из 2;, то а< <b, или, другими 


p—1 
4 
словами, точка Tu: = λη2; принадлежит ΓΑ и, согласно пред- 


$=1 


чоложению индукции, uf (x Du f (xi); с другой стороны, Ha 


-ocHoBaHuu (1) имеем 
р 


(У ма) = (we + (LB) αρ) < (©) + (LH) f (en) < Я Над. 


Для строго выпуклых функций рассуждаем точно так же, 
Ὁ той лишь разницей, что в качестве исходного берем Hepa- 
венство (2). 

Говорят, что конечная числовая функция f вогнута (соот- 
ветственно строго вогнута) на J, если функция —f выпукла 
«(соответственно строго выпукла) на /, или, что сводится к тому 
же, если для любой пары (x, x’) различных точек из Ги лю- 
‘oro Л в пределах O<A<1 выполняется неравенство. 


f (Ax + (1—^) 2’) > Af (x) + (1—№ F(z’) 
«(соответственно f (Ax+ (I —A) x) > Af (x) + (1—A) fF (z’)). 
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2. Семейства выпуклых фуниций 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть fi (1<i<p)—p функций, выпуклых 


на интервале ГС В, a с;(1<1<р)— р произвольных положи- 
р 
тельных чисел; тогда функция f= >) cif; выпукла на Г. Если 


= 


к тому же хотя бы для одного индекса j функция f; строго 
выпувла на Ги c; >0, то f строго выпукла на Г. 


Это сразу следует из неравенства (1) (соответственно (2)), 
если применить его к каждой из функций }, умножить полу- 
ченные неравенства на с; и почленно сложить. 


ПрРЕдложЕНИЕ 3. Шусть (]»)— семейство функций, выпуклых 
на интервале ICR; если верхняя огибающая g этого семейства 
конечна в любой точке из I, mo g выпукла на Г. 


В самом деле, множество точек (x, у) Е ΒΗ’, лежащих выше 
графика функции g, является пересечением выпуклых множеств, 
‘ образованных соответственно точками, лежащими выше графика 
каждой из функций Je; следовательно, OHO выпукло. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Лусть Н — семейство функций, выпуклых 
на интервале ICR; если $ есть фильтр в H, сходящийся na 1 
в смысле простой сходимости к конечной числовой функции fo, 
то эта функция выпукла на Г. 


Для доказательства достаточно в неравенстве (1) перейти 
к пределу по 8. 


3. Непрерывность и дифферениируемость выпуклых 
PYHKUUUN 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Дия того чтобы конечная числовая функ- 
ция f была выпуклой (соответственно строго выпуклой) на интер- 
вале I, необходимо и достаточно, чтобы для любой точки 


a€l наклон p(M.M;,)= u был возрастающей (соответ- 


ственно строго возрастающей) функцией om x на Г] @ {а}. 


Это предложение является непосредственным следствием 
определений 1 и 2 и леммы, приведенной в начале этого параграфа. 
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ПреЕдложеЕНИЕ 6. Пусть конечная числовая функция f выпукла 
на интервале I CR. Тогда в каждой точке а внутри Г ona 
непрерывна, имеет конечную правую и конечную левую произ- 
водные и fg (а) < fa (a). 


Действительно, для 2Ε] и x —a функция 1—7) — 1 (а) 
Lao 


возрастает (предложение 5) и ограничена снизу, так как если 
у<аи УЕГ, то в силу предложения 5. 

о И. (5) 

y— c—a : 

следовательно, эта функция имеет в. 
точке @ конечный предел справа, To: 
есть fa (а) существует и конечна; кроме 
того, устремив в неравенстве (9) х к 
а (х > а), видим, что 


UL < fa (a) 6). 


Рис. 3. y—a 
для любого «τα, принадлежаще- 
го Г. Точно так же доказывается, что существует f,(a) и что. 


По (7) 


для El u ха. Устремив в этом последнем неравенстве 2 K & 
(> а), получим Г, (а) < [а (а). Существование же в точке а 
правой и левой производных влечет за собой непрерывность. 
функции f в этой точке. 


Следствие 1. Пусть функция f выпукла (соответственно строго: 
выпукла) на Г; если a u b (а<5)—0ве внутренние точки ин- 
тервала Г, то (рис. 3) 


fa (a) <= < je τῷ (8) 
(соответственно 


ORTES AU (9) 


Двойное неравенство (8) получается из (6) и (7) путем про- 
стого изменения обозначений. С другой стороны, если } строго 
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выпукла и с удовлетворяет условию a<c<b, то согласно 
неравенству (8) и предложению 9 


fa (a) < 7 (с) — 1 (а) < f (6) — 7 (а) т <fi,(b), 


c—a b = a 


откуда следует (9). 


СЛЕДСТВИЕ 2. Если | выпукла (соответственно строго выпукла) 
на I, mo fa u fg возрастают (соответственно строго возрастают) 
внутри I; множество точек интервала I, в которых | не диф- 
ференцируема, счетно, u аи fg непрерывны во всех точках, 
в которых | дифференцируема. 


Первое утверждение следует из (8) (соответственно (9)) и из 
неравенства {. (а) < ]а (а). Что касается второго утверждения, 
то обозначим через Ё множество тех внутренних точек /, в KOTO- 
рых f не дифференцируема (то есть f;(x) < 1 (1)). Для любого 
x€E обозначим через 74 открытый интервал ]]}ᾳ(α), fa(x)[; из 
формулы (8) следует, что если две точки х иу из E удовлет- 
воряют условию Х< у, TO U<LV для любого иЕГ, и любого 
vE/,; другими словами, когда х пробегает множество Ё, не- 
пустые открытые интервалы / x попарно не пересекаются; значит, 
множество этих интервалов счетно, а стало быть, счетно и мно- 
жество Ё. Наконец, поскольку Ja (соответственно fz) возрастает, 
то она имеет в каждой точке х внутри / предел справа и пре- 
дел слева; тогда предложение 6 $ 2 показывает, что предел справа 
производной {а (соответственно fz) в точке x равен {а (х), а ee 
‚ предел слева равен f, (X), откуда вытекает последнее утверждение 
следствия. 

Пусть функция f выпукла Ha /, точка а лежит внутри J, 
а прямая D, проходящая через точку M,, имеет уравнение 
у— ] (4) =а (1—а). Из неравенств (8) следует, что если f; (а) < 
<а< а (а), то всякая точка графика С функции f лежит выше 
прямой D, и если f строго выпукла, то М. —единственная общая 
точка прямой D и графика С; говорят, что 7) есть опорная пря- 
мая графика G в точке Ма. Обратно, если С находится выше D, то 


для любого x € I имеем f (x) —f (a) > a (x — a), откуда в >a 
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для аи / = Ee hee @ < <Q для х<а; устремив в этих неравен- 


CTBAX 2 ка, a fs (а) <a<fala). 

В частности, если ] дифференцируема в точке а, TO сущест- 
вует единственная опорная прямая графика С в точке Мо, 
а именно касательная KG в точке Ма. 


Замечание. Если функция f строго выпукла на открытом 
интервале J, TO fa строго возрастает на этом интервале, и значит, 
на основании предложения 2 из $ 2 возможны лишь три случая: 

1° f строго убывает на Г; 

2° } строго возрастает на J; 

3° существует такая точка aE/, что f строго убывает для 
х <аи строго возрастает для ZT > 4. 

Если на J функция f выпукла, но не строго выпукла, то } 
может быть постоянной на некотором интервале, содержащемся 
BJ; пусть J=]a, 6 [ —наибольший открытый интервал, Ha KOTO- 
ром jf постоянна (то есть внутренность интервала, на котором 
fa (x)=0); тогда} строго убывает на интервале, состоящем из точек 
ΣΕΙ͂, для которых z<a (если таковой существует), и строго 
возрастает на интервале, состоящем из точек хЕГ, для которых 
x >b (если таковой существует). 

Во всех случаях очевидно, что f имеет предел справа в левом 
конце интервала J (в В) и предел слева в его правом конце; эти 
пределы могут быть как конечными, так и бесконечными (ср. уп- 
ражнения 5, 6 и 7). Поэтому иногда говорят, что непрерывная 


функция (со значениями в В), равная } внутри J и продолженная | 
по непрерывности на концы этого интервала, выпукла на Г. 


4. Притерии выпуклости 


ПредложеЕниЕ 7. Пусть |— конечная числовая функция, опре- 
деленная на интервале ГС В. Для того чтобы f была выпук- 
noi на Г, необходимо и достаточно, чтобы для любой пары 
чисел а и b us Г (a<b) и любого действительного числа μ 
функция fxtpx достигала своей верхней грани на [а, 6] 
в одной из точек а, 6. 


Условие необходимо: в самом деле, так как их выпукла на В, 
то функция f(x) μά выпукла на /; поэтому можно ограничиться 
случаем и=0. Но для х=^а- (1—^)6 (O<A<1) имеем | 


_ [(2) < М (a) +(1—M f(b) < Max (f (a), f (b)). 
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f (0) —f (а) 5 


b—a 

и пусть g(x) =f (x)+p2; тогда g(a)=g(b), и следовательно, для 
любого ХЕ [а, b] выполняется неравенство 2 (т) < 2 (а), которое, 
как легко видеть, эквивалентно неравенству (1) с заменой в нем 
2 πὰ α Ἡ 2’ на 6. 


Условие достаточно. В самом деле, положим P= — 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Для того чтобы конечная числовая функ- 
ция f была выпуклой (соответственно строго выпуклой) на 
отврытом интервале ГС В, необходимо и достаточное, чтобы 
она была непрерывна на Г, имела производную в каждой точке 
дополнения В относительно [ некоторой счетной части этого 
интервала и чтобы эта производная возрастала (соответственно 
строго возрастала) на B. 


Условие необходимо в силу предложения 6 и следствия 2 
из него; покажем, что оно достаточно. Итак, допустим, что Г 
возрастает на В, a f не является выпуклой функцией; тогда 
существуют (предложение 5) такие три точки а, Бис из Г, что 


ia COB fe iain ee но согласно теореме о конеч-. 
ных приращениях ($ 2, теорема 1) имеем 
1 (с) — | (a) а sup f (x) И f (ὁ) —] (с) = inf i (x). 


c—a πρ b—c 


xEB, a<x<c ΧΕΒ, c<x<b 
Таким образом, sup f'(x)> inf _ f’ (x), что противоречит 
хХЕВ, a<x<c xEB, ce<x<b 


нашему предположению о TOM, что f возрастает на BP. 

Если теперь предположить, что f’ строго возрастает на В, 
то f выпукла и не может быть равна линейной функции ни на 
каком открытом интервале, содержащемся в /, так как на таком 
интервале f’, вопреки предположению, должна быть постоянной. 


Следствие. Лусть }— конечная числовая фуниция, непрерыв- 
ная и дважды дифференцируемая на интервале ICR; для того 
чтобы она была выпуклой на Г, необходимо ‘и достаточно, 
чтобы |’ (α) 50 для любого хЕГ; для того чтобы } была строго 
выпуклой на J, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 
предыдущее условие‘ и чтобы, кроме того, множество точек 
СГ, в которых ] (1) > 0, было всюду плотно на Г. 
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Это следует непосредственно из предыдущего предложения 
и следствия из теоремы 2 $ 2. 

Пример. *На интервале ] 0, {- со [ функция x” (г — произволь- 
ное действительное число) имеет вторую производную, равную 
r(r—1)x772, следовательно, она строго выпукла, если г>1 или 
г < 0, и строго вогнута, если O<r< 1., 


Для того чтобы сформулировать еще один критерий выпук- 
лости, введем следующее определение: пусть задан график G. 
конечной числовой функции, определенной на интервале / CR, 
и точка а внутри |; будем говорить, что прямая D, проходящая 
через точку М. = (a, ] (а)), находится локально выше (COOTBETCT- 
венно локально ниэке) графика G в этой точке, если существует 
такая окрестность V C_/ точки а, что всякая точка прямой D, 
содержащаяся в V XR, лежит выше (соответственно ниже) гра- 
фика С; будем говорить, что /) лежит локально на GB точке Мо, 
если существует такая окрестность V(C_/ точки а, что пересе- 
чение прямой D с VXR совпадает с пересечением графика С 
с VxR (другими словами, если D одновременно лежит ΠΟ: 
кально выше и локально ниже G). 


ПрРедложЕНИЕ 9. Пусть конечная числовая функция | полу- 
непрерывна сверху на открытом интервале ГС В. Для того 
чтобы f была выпуклой на Г, необходимо и достаточно, чтобы 
Эля всякой точки M, графика G функции | любая прямая, 
лежащая в этой точке локально выше G, лежала локально 


на G (в точке М,,). 


Условие необходимо; в самом деле, если f выпукла на /, то 
в любой точке M, графика С функции ] существует опорная 
прямая А графика С; эта прямая лежит ниже G, и тем более 
локально ниже (n°3); если прямая D находится локально выше 
графика С в точке M,, то она находится локально выше прямой 
A и, значит, совпадает с А; поэтому она лежит локально на @ в 
точке M,. 

Условие достаточно. Действительно, предположим, что усло- 
вие выполнено, и допустим, что функция ] не является выпуклой 
на J; тогда в J найдутся такие две точки a ub (а< 5), что 
среди точек М. графика С имеется точка, лежащая строго выше 
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отрезка М.МЬь (рис. 4). Иными словами, функция р (x) = f (x) — 


— j (a) — Be (c—a) принимает строго положительные зна- 


чения на fa, b]; а так как она конечна и полунепрерывна сверху 
на этом компактном интервале, то ее т. грань А Ha [α, 6] 
конечна и τὰ» положительна, 
а множество 1(k) замкнуто и 
не пусто (Oman топология, 
сл. IV, $ 6, теорема ὃ и пред- 
ложение 1). Пусть с — нижняя 
грань множества g!(k); тогда 
a<c<pb и в точке Мс прямая 
D, имеющая уравнение y= 7 (с) + 


Ἢ 7 an 
srl 

кально выше С (рис. 4); но она не 

может лежать локально на С в этой точке, так как дляа<т<с 

5 (1) <, откуда заключаем, что М, лежит строго ниже D. 

Значит, мы пришли к противоречию, и предложение доказано. 


a a £ D x 


(c—c), лежит ло- 
Рис. 4. 


СлЕедствиЕ 1. Дия того чтобы конечная числовая функция f, 
определенная и полунепрерывная сверху на открытом ин- 
тервале [С В, была выпуклой на этом интервале, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы для любого хЕГ существовало 
такое в > 0, что соотношение |h|<e влечет неравенство 


1 (2) < (f(@+h) +1@—")). 


Очевидно, можно ограничиться доказательством того, что 
условие достаточно. Если в некоторой точке Мо. графика G 
функции f прямая Р лежит локально выше G, то она в этой 
точке лежит локально на С, так как в противном случае, напри- 
мер, точка Mi, будет лежать строго ниже D, если M.-n лежит 
ниже D; тогда середина отрезка М._„Мо-ь будет лежать строго 
ниже D (рис. 5) и, согласно предположению, M, будет тем более 
лежать строго ниже D, чего не может быть. 


СледствиЕ 2. Пусть f— конечная числовая функция, опреде- 
ленная на открытом интервале ГС В. Если для любой точки 


3°, Бурбаки 
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χΕ] найдется открытый интервал Л.С Г, содержащий x u 
такой, что сужение функции f на Jy выпукло на J,, то | вы- 
пукла на Г. 


В самом деле, очевидно, что f удовлетворяет критерию, сфор- 


мулированному в предложении 8. 


Упражнения. 1) а) Пусть Н — множество функций, выпук 
лых на компактном интервале [a, 6] СВ; предположим, что мно. 
| жества Н (а\ и H(b) ограниче- 
у ны сверху в В ичто существует 
точка с, a<c<b, такая, что 
Н (с) ограничено снизу в В; по- 
казать, что множество Н равно- 
степенно непрерывно во всякой 
точке открытого интервала с кон- 
цами а и 6 (Общая топология. 
ta. ХХ: 63). 
6) Пусть Н — множество функ- 
ций, выпуклых Ha  HHTePBa- 
ле ГС В, и пусть Я — фильтр 


ah a ath * в H, сходящийся на J в смыс- 
ле простой сходимости к ко 
Рис. 5. нечной функции fp; показать. 


что 5% равномерно сходится к fy 
на любом компактном интервале, содержащемся в Г (использо 
вать а)). 

2) Показать, что всякая функция f, выпуклая на компактном 
интервале /, является пределом равномерно сходящейся убывающей 
последовательности функций, выпуклых Ha J и имеющих на этом 
интервале вторую производную (рассмотреть сначала функцию 
{a—al|, а затем приблизить f при помощи линейной комбинацив 
таких функций с положительными коэффициентами и некоторой 
линейной функции). 

3) Пусть функция f выпукла на интервале / CR. 

а) Показать, что если } не равна постоянной, то она не может 
достигать своей верхней грани во внутренних точках интервала Г. 

6) Показать, что если множество J относительно компактно 
то f ограничена снизу на Ι. 

в) Показать, что если /=R и если } не равна постоянной, то 
f не ограничена на Г. 

4) Для того чтобы функция f была выпуклой на компактном 
интервале [a, b], необходимо и достаточно, чтобы она была выпукла 


на ja. Of и чтобы }(а) > f(a+) и f(b) > f(b—). 
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5) Пусть функция f выпукла на открытом интервале ja, + co}; 
если существует такая точка с, что уния f строго возрастает 
aa le, --οο[, то lim }(5)= оо. 

χ-»-|-οο 


6) Пусть функция f выпукла на интервале ja, + col; показать, 
что κ. имеет предел (конечный или равный -- 09), когда x стре- 
мится к -- 00; этот предел является также пределом для f; (x) u fg (x): 
он строго положителен, если f(x) стремится к +00, когда x стре- 
мится к 400. 

7) Пусть функция f выпукла на интервале Ja, b[, где a >0; 
ноказать, что функция | (x) —2f, (2) («отнесенная к началу» правая 
полукасательная) убывает (строго убывает, если f строго выпукла) 
на этом интервале. Вывести отсюда, что: 

а) Если f имеет в точке а конечный предел справа, то функция 


(z—-a) f, (x) имеет в этой точке предел справа, равный 0. 


Lis) 


6) Функция ------ на Ja, В[ либо возрастает, либо убывает, либо 


f (x) 


‘существует c € Ja, b[, обладающее тем свойством, что es убыва- 


ет на ja, e| и возрастает на |c, ἐ[. 
в) Предположим, что b= +00; показать, что если предел 


B= lim (7 (2) — 1, (x) 
χ-»--οο 


конечен, TO конечен и предел a= lim Be. ‚ а прямая у=ах-+- В 
χ-»|οο 2 


является асимптотой*) графика функции } и лежит ниже этого 
графика (строго ниже, если } строго выпукла). 

8) Пусть } — конечная числовая функция, полунепрерывная сверху 
на открытом интервале ZCR, Для того чтобы f была выпуклой 


на Г, необходимо и достаточно, чтобы для любого x € Г выполнялось 
неравенство 


lim sup ЛА 21) 5 0, 
h-0, h==0 he 

(Доказать сначала, что для любого = > 0 ᾧγηκππη f (x)+-er? выпук- 

ла, воспользовавшись предложением 9.) 


29) Пусть }—конечная числовая функция, полунепрерывная 
снизу на интервале /CR. Для того чтобы f была выпуклой на Г, 
достаточно, чтобы для любой пары точек a, b из Г, α« b, cyme- 
ствовала хотя бы одна такая точка 2, a<iz<b, что M, лежит ниже 
отрезка МоаМЬь (рассуждать от противного, заметив, что множество 
тех точек 2, для которых M; лежат строго выше М.Мь, открыто). 


*) То есть Lim (f(x) —(az-+B))=0 


5» 
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710) Пусть конечная числовая функция f, определенная Ha ив- 


| 1 
тервале Z CR, удовлетворяет неравенству f EE) Sy (f (x) + 


+f(y)) для любых zu y из Г. Показать, что если f ограничена 
сверху на некотором открытом интервале Ja, b[, содержащемся в Г, 
то f выпукла Ha J (сначала доказывается, что f ограничена сверху 
на любом компактном интервале, содержащемся в J, а затем, что / 
непрерывна в каждой точке внутри Г). 

711) Пусть функция f непрерывна на открытом интервале ICR 
и имеет в каждой точке этого интервала конечную правую произ- 
водную. Показать, что если для любого zE I u любого yEI такого, 
что y>z, точка М,=(у, /(y)) лежит выше правой полукасательной 
в точке М..=(5х, ] (2)) графика функции f, то } выпукла на Г (поль- 
зуясь теоремой о конечных приращениях, показать, что ty (y) > 


f(y) —f (x) 
Oo apg ee для < y). 


Построить пример невыпуклой функции, имеющей в каждой 
точке конечную правую производную и обладающей тем свойством, 
что для любого ΖΕΙ существует такое зависящее от x число 
hy, >0, что точка М, лежит выше правой полукасательной в точке 
M, для всякого у, удовлетворяющего условию х < у< х-В,. Одна- 
ко последнее условие становится достаточным условием выпуклости 
функции f, если предположить к тому же, что } дифференцируема 
Ha J (использовать следствие из предложения 1 $ 2). 

512) Пусть числовая функция f непрерывна Ha открытом интер- 
pane ГС. В; предположим, что для любой пары (а, 6), a b, точек 
из J график функции f на интервале [а, 6] лежит либо целиком 
выше, либо целиком ниже отрезка. МоМь. Показать, что f либо 
выпукла на всем Г, либо на всем интервале вогнута (показать, что 
если в ja, b[ существует такая точка с, что Мс лежит строго выше 
отрезка MM», то для любого zE/, х>а, график функции f на 
интервале [a, x] лежит выше отрезка МоМ.;). 

13) Пусть числовая функция / дифференцируема на открытом 
интервале JR. Предположим, что для любой пары (a, 6), a< b, 
точек из J существует единственная точка CE Ja, bl, удовлетворяю- 
man условию f (b)—f (а) —(b—a) f’ (с); показать, что функция } либо 
‘строго выпукла на J, либо строго вогнута на / (показать, что f’ 
строго монотонна на /). 

14) Пусть числовая функция f выпукла и строго монотонна на 
открытом интервале CR; пусть, далее, функция © (определенная 
на интервале / (Г)) обратна функции f. Показать, что если f убывает 
(соответственно возрастает) Ha Г, то g выпукла (соответственно во- 


гнута) на f (1). 
15) Пусть интервал Г содержится в ]0, {со [; показать, что ес- 


1 
ли } (—) выпукла Ha J, TO выпукла и функция x/(x), и обратно. 
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*16) Пусть положительная функция f выпукла Ha ]0, +ool|, 
и пусть а и 6— произвольные действительные числа. Показать, что 


функция 29] (x) будет выпуклой на ]0, 1-60 [в следующих случаях: 
1 
1° = (6-1), [6121 
| 1 
2° ха} (1-09) возрастает, a (b—a) >0, a> "9. (b+1); 


1 
3° af (x) убывает, a(b—a) > 0, a< 5 (5-1. 


Показать, при тех же предположениях относительно f, что 
х 
функция её} (e—*) выпукла (использовать упражнение 2)... 

17) Пусть две положительные функции } и g выпуклы на интер- 
pane J==[a, 6]; предположим, что существует такая точка ΟΕ, что 
в каждом из интервалов [a, с] и [с, 6] обе функции } ug изменя- 
ются в одинаковом направлении. Показать, что произведение fg 
выпукло на /. 

18) Пусть функция / выпукла на интервале J CR, а функция g 
выпукла и возрастает на интервале, содержащем } (Г); показать, что 
функция gof выпукла на Г. 

°19) Пусть ри #— две конечные числовые функции, одна из 
которых, f, определена и непрерывна на интервале J, а другая, а, 
определена и непрерывна на В. Предположим, что для любой пары 
вещественных чисел (A, u) функция g(/f(z)+Ax-u) выпукла Ha Г. 

а) Показать, что g выпукла и монотонна на В. 

6) Показать, что если g возрастает (соответственно убывает) на 
В, то f выпукла (соответственно вогнута) на J (использовать пред- 
ложение 7). 

20) Показать, что множество Я функций, выпуклых на интер- 
вале IT Æ В, образует решетку с отношением порядка «для любого 
ΣΕΙ͂ f(x)< g(x)» (Теория множеств, Результаты, $ 6, n° 8). Построить 
пример двух функций } и г, выпуклых на Г и таких, что их ниж- 
HAA грань на À принимает в некоторых точках значение, отличное 
от inf (f(x), g(x)). Построить пример такого бесконечного семейства 
(fo) функций из Я, чтобы inf f(x) была конечна в любой точке 

re / 


x ET, но чтобы He существовало ни одной функции из Я, меньшей 
всех fq. 

21) Пусть конечная числовая функция } полунепрерывна сверху 
на открытом интервале ГС. В. Для того чтобы } была строго вы- 
пуклой Ha J, необходимо и достаточно, чтобы не существовало ни 
одной прямой, лежащей локально выше графика С функции } в не- 
которой точке графика G. | 


ГЛАВА Il | 
ПРИМИТИВНЫЕ И ИНТЕГРАЛЫ 


$ 1. Примитивные и интегралы 


В этой главе всюду, где не будет оговорено противное, мы 
будем рассматривать лишь вектор-функции одного действитель- 
ного переменного, принимающие свои значения в полном норми- 
рованном пространстве над телом В. В частности, когда будет 
идти речь о числовых функциях, мы будем считать эти функ- 
ции конечными, если заранее не будет указано обратное. 


1. Определение примитивных 


Вектор-функция f, определенная на интервале / С-В, может 
служить в каждой точке этого интервала производной некоторой 
вектор-функции g (определенной и непрерывной на J) только 
в том случае, если она удовлетворяет довольно жестким усло- 
BHAM: так, например, если Ё имеет в некоторой точке To внутри / 
предел справа и предел слева, то на основании предложения 6 
главы I, $ 2, она должна быть непрерывной в точке Xo; отсюда 
следует, что если в качестве / взять интервал [--1, |1], а 
в качестве f— числовую функцию, равную —1 на [—1, О[и +1 
на [0, 1], то f не будет служить производной никакой функции, 
непрерывной на /; однако она является производной функции | z | 
для всех точек, отличных от 0; это приводит нас к следующему 
определению: 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Если задана вектор-функция f, определенная 


на интервале ICR, то говорят, что функция ©, определенная 
na I, является примитивной функции f, если g непрерывна 


на Ги имеет производную, равную f(x), во всех точках допол- 
нения (относительно Г) некоторой счетной части интервала |. 
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Если © имеет производную, равную f(x), в каждой точке интер- 
вала J, то мы будем говорить, что Lg есть точная примитивная 
функции Î. 

Приняв это определение, мы видим, что рассмотренная выше 
числовая функция f имеет примитивную, равную ||. 

Ясно, что если f имеет на J примитивную, TO всякая прими- 
тивная функции f будет примитивной и для любой функции, 
равной f всюду, за исключением точек некоторой счетной части 
антервала J. Для простоты можно говорить о примитивной 
на / для функции fo, определенной только на дополнении (OTHO- 
сительно J) некоторой счетной части /; это означает, что речь 
идет о примитивной всякой функции f, определенной на / 
и равной fo в тех точках, где fo определена. 


ПрЕдложЕНИЕ 1. Лусть вектор-функция Ё определена на 1 
и принимает свои значения в Е; если f имеет на Г примитив- 
ную g, то множество примитивных функции f на Г совпадает 
с множеством функций gta, где а — постоянная функция, аЕЁ. 


В самом деле, ясно, что g+a является примитивной для Î 
при любом аб Ё; с другой стороны, если gy служит примитивной 
для №, то функция 9, —& имеет производную, равную нулю BO 
всех точках интервала /, кроме некоторой его счетной части, 
и, следовательно, равна постоянной (гл. I, $ 2, следствие из 
теоремы 2). | 

Говорят, что примитивные для функции f (если таковые 
существуют) определены «с точностью до аддитивной постоянной». 
Для того чтобы выделить какую-нибудь одну примитивную 
функции #, достаточно задать (произвольно) ее значение в неко- 
торой точке 20Ε |; в частности, существует, и притом только 
одна, примитивная g функции Ё такая, что © (5) = 0; для любой 
примитивной В функции f имеем g (zr) =В (x) —h (5%). 


2. Существование примитивных 


Пусть функция f определена на произвольном интервале 
[С В; для того чтобы определенная на J функция g служила 
примитивной для f, необходимо и достаточно, чтобы сужение 
этой функции на любой компактный интервал J CI служило 
примитивной для сужения f на νύ. 
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ТЕОРЕМА 1. Пусть A— множество, фильтрующееся no филь- 
тру %, (falaca — семейство вектор-функций со значениями в пол- 
ном нормированном пространстве E над телом В, определенных 
на интервале ГСС В, и пусть для любого «Е А функция σα есть 
примитивная функции №. Предположим, что: 

1° функции fy равномерно сходятся по фильтру 5 на любой 
компактной части интервала Г в функции f; | 

2° существует такая точка аЕ Г, umo семейство (5, (a)) имеет 
в Е предел по фильтру $. 

При этих условиях функции gu равномерно сходятся (по 
фильтру %) на любой компактной части интервала Г к npu- 
митивной 8 функции f. 


В силу замечания, сделанного в начале этого N°, мы можем 
ограничиться случаем, когда интервал / компактен. 

Прежде всего покажем, что функции gu равномерно сходятся 
на J к непрерывной функции σ. По предположению, для любого 
& > 0 существует такое множество МЕ, что для любых двух 
индексов a, В, принадлежащих М, при любом 2Ε | выполняется 
неравенство || [α (x) — fg (2)|| <e, откуда (гл. I, $ 2, теорема 2) 


|! ga (x) — ge (2) — (ga (а) — ge (а))|| <=|х—а|< εἰ, 


где через l обозначена длина интервала /; так как © (а), по 


условию, стремится к пределу по фильтру 8, то из критерия 
Коши следует, что функции gy, равномерно сходятся на /. 


Остается показать, что предел g функций σα служит примитив- 
ной для f. | 
Пусть для любого целого 1-0 через a, обозначен такой 


индекс, что на J выполняется неравенство || f (x) — fan (2)<-; 


ясно, что последовательность (fan) равномерно сходится к Î, 
а последовательность (San) равномерно сходится к © Ha /. Пусть 
H„— счетная часть интервала J, на которой fy, не является 
производной функции San, и пусть À — объединение множеств An. 
являющееся, таким образом, счетной частью интервала J. По- 
кажем, что в любой точке ΖΕΙ, не принадлежащей À, g имеет 
производную, равную f(x). В самом деле, как и выше, ясно, что 
для всякого m>n и для любого {ΕΙ выполняется неравенство 


| Sam (У) — Sam (2) — (San (У) — San (TI = \y—2|. 
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Заставив M неограниченно возрастать, получим, что 


| gy) —= (2) — Cun (9) — Bon (2) <, 172 | 


для любого уЕГ; но существует такое À >> 0, что для | у-х|< А 
и yEI имеем 


| gon (У) — San (2) — αι (2) Y¥—2)!|<—+ [у—#|; 


а так как, с другой стороны, || f (x)—fa, (x)\|< + ‚ TO оконча- 


тельно получаем, что 


leW-2 —t (0 9—2 |y—e| 


для УЕГи |у—х| <), что и завершает доказательство. 


СлЕедствиЕ 1. Множество HL отображений интервала I в Е. 
имеющих на tl примитивную, образует замкнутое (а значит, 
полное) векторное подпространство полного векторного про- 
странства 4.(Т, Е) отображений интервала I в E, nadenennoe 
топологией равномерной сходимости на любой компактной части. 
интервала Г (Общая топология, гл. Χ, 8 1). 


Следствив 2. Пусть хо — точка из I, и пусть для каждой 
функции FE GR функция P(f) есть примитивная функции Г, 
об ращающаяся в нуль в точке ху; тогда отображение Ê > P (f) 
множества GR в F.(I, Е) линейно и непрерывно. 


Следствие 1 теоремы 1 позволяет установить существование 
примитивных для некоторых категорий функций следующим 
образом: если известно, что функции, принадлежащие части $ 
пространства Я. (7, E), имеют примитивную, то этим свойством: 
обладают и функции, принадлежащие замыканию в Fell, Е} 
векторного подпространства, порожденного множеством 5. Этот 
метод мы применим в следующем п°. 


3. Линеичатые фуниции 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Говорят, что отображение f интервала 1 Е В. 
в множество Е есть ступенчатая функция, если существует 
такое разбиение интервала I на конечное число интервалов Jr. 
что функция f постоянна на каждом из Jr. 


ο ἃ ПРИМИТИВНЫЕ И ИНТЕГРАЛЫ Ε.Π, © 


Пусть (а;о<=<„— строго возрастающая последовательность. 
образованная различными концами интервалов ФУ»; так Kak J; 
попарно не пересекаются, то каждый из них либо сводится 
к некоторой точке а;, либо представляет собой интервал с кон- 
цами в двух последовательных точках а;, а;41; кроме того, так 
kak / является объединением интервалов Jr, то Ag— левый, 
а а. — правый конец интервала Г. Следовательно, всякая сту- 
пенчатая функция на J может быть охарактеризована как 
функция, постоянная на каждом из открытых интервалов 
la, ira [ (O<t<n—1), где (а;),<<„-— такая строго возрастаю- 
AH последовательность точек из J, что ау есть левый, а An — пра- 
вый конец интервала Г. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Множество ступенчатых функций, определен- 
оных на интервале I и принимающих значения в векторном п ро- 
странстве Е над телом В, образует векторное подпростран- 
ство 6 векторного пространства F (Г, Е) всех отображе- 
ний Г в Е. | 


_ В самом деле, пусть f и g— две ступенчатые функции, а (Αἱ) 
и (В;) — два разбиения интервала / на конечное число таких 
интервалов, что Ё (соответственно ©) постоянна на каждом из А; 
(соответственно В;); очевидно, что для любых действительных 
чисел À u u функция ÀÎ +Ug постоянна на каждом из непустых 
интервалов Α;[] Ρ;, которые снова образуют разбиение интервала /. 


Следствие. Векторное подпространство 6 порождается 
тарактеристическими функциями интервалов. 


Теперь мы рассмотрим случай, когда Е есть нормированное 
пространство над телом В; тогда очевидно, что характеристиче- 
ская функция интервала J с концами а, b(a<Zb) имеет прими- 
тивную, а именно функцию, равную: а для х<а, х дляа<х<Ь 
и 6 для x>b. Таким образом, следствие из предложения 2 
оказывает, что всякая ступенчатая функция со значениями 
в Ё имеет примитивную. 

Теперь мы можем применить метод, изложенный в п°2. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Вектор-функция, определенная на интер- 
ane ] u принимающая значения в полном нормированном про- 
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cmpancmee E над телом В, называется линейчатой, если она 
на любой компактной части интервала I является равномер- 
ным пределом ступенчатых функций. 


Иными словами, линейчатые функции являются предельными 
элементами в F.(/, Е) векторного подпространства & ступенча- 


гых функций; & есть векторное подпространство пространства 
F.(I, Е), а поскольку последнее полно, то полно и &, то есть 
функция, являющаяся на любой компактной части интервала ] 
равномерным пределом линейчатых функций, снова линейчата 
на /. Для того чтобы f была линейчатой на J, необходимо 
и достаточно, чтобы ее сужение на любой компактный интервал, 
содержащийся в /, было линейчатой функцией. 
Следствие 1 теоремы 1 показывает, что справедлива 


ТЕОРЕМА 2. Всякая функция, линейчатая на интервале |, 
имеет на нем примитивную. 


Преобразуем определение 3 в другое, ему эквивалентное; 


ТЕОРЕМА 3. Для того чтобы вектор-функция f, определенная 
sa интервале [ и принимающая значения в полном нормиро- 
ванном пространстве E над телом В, была линейчатой, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы она имела предел справа и предел 
слева во всякой внутренней точке интервала Г, предел справа 
8 его левом конце и предел слева в его правом конце, если эти 
точки принадлежат Г. Множество точек разрыва функции 1 
счетно. 


Так как всякий интервал / есть объединение счетного мно- 
жества компактных интервалов, то можно ограничиться доказа- 
тельством теоремы 3 для того случая, когда интервал / Komnak- 
тен, скажем, / = [а, 6]. 

1° Условие необходимо. Действительно, предположим, что ft 
линейчата, и пусть х— точка из [, отличная от 6. По условию, 
для любого = > 0 найдется такая ступенчатая функция δ, что 
| £ (2) —g(z)||<e для любого ΖΕ; так как g имеет в точке x 
предел справа, то найдется такая точка у, х<у<, что для 
любой пары точек 2, 2’ интервала |х, Y] выполняется неравен- 
ство || g(z)—g(z’)||<e, а значит и неравенство || # (2) —f (2’)|| < 3e; 
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это показывает (критерий Коши), что Î имеет предел справа 
в точке x. Точно так же доказывается, что f имеет предел слева 
во всякой точке из /, отличной OT а. 

2° Условие достаточно. Пусть оно выполнено; тогда для 
любого хЕ/ существует такой содержащий 2 открытый интервал 
У. =] сх, d,[, что на пересечении интервала / с каждым из от- 
крытых интервалов | сх, 2 |, | X, dx | (если это пересечение не пусто} 
колебание функции f не превосходит &. А поскольку интервал / 
компактен, то в / найдется конечное число таких точек х;, что 
Vx, образуют покрытие интервала /; пусть (4x)o<r<n — последо- 
вательность, полученная путем расположения в возрастающем 
порядке точек конечного множества, состоящего из а, Би из 
точек Zi, Cx, и dx, принадлежащих /; так как каждый из интер- 


валов | ак, Arı [ (O<k<n—1) содержится в интервале lex,» x; | 
или в интервале | х;, dx [, то колебание функции f на этом интер- 


вале не превосходит &; пусть ск —одно из значений функции ἃ 
на ] ак, ак |; положив © (аз) ={ (а) для O<k<n и g(r)=c, 
для любого LE] ак, ак [ (O<A<n—1), мы тем самым опреде- 
лим такую ступенчатую функцию g, что ||[ (2) —© (2)|| <= на /; 
следовательно, Ё линейчата Ha /. 

Покажем, наконец, что если f линейчата Ha /, то множество 


ее точек разрыва счетно. Для любого п 0 существует такая 
1 


ступенчатая функция gp, что || { (2) -- 5ῃ (x)||<— на /; так как 


последовательность (g,) равномерно сходится Ha J к функции Î, 

то f непрерывна в каждой точке, в которой непрерывны все gy 

(Общая топология, гл. X, $ 2); но поскольку каждая функция gp 

непрерывна всюду, за исключением точек конечного множества НН», 

то { непрерывна в точках дополнения множества Н = | ] Нь. πο- 
n 


торое счетно. 


Следствие 1. Пусть функция f линейчата на Г; всякая при- 
митивная этой функции имеет в каждой точке интервала Ι, 
за исключением его правого (соответственно левого) конца, правую 
производную, равную #(т--) (соответственно левую производную. 
равную (2 —)); в частности, в каждой точке x, в которой fF 
непрерывна, f(x) служит производной для любой из своих 
примитивных. 
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Это следует сразу из доказанной выше теоремы 3 и из пред- 
ложения 6 главы I, § 2. 


Следствие 2. Пусть функции À; A<i<n) линейчаты на 
интервале Г и каждая из Ё; принимает свои значения в полном 


нормированном пространстве Ё; над телом В (1 <1<п). Если 
т 


g— непрерывное отображение подпространства | Е (Г) про- 
| i=1 


n 


странства Ц ЕЁ; в полное нормированное пространство F над me- 
i—=1 


лом В, то сложная функция рен DIEBE 
линейчата на Г. 


В самом деле, g очевидным образом удовлетворяет условиям 
теоремы 3. 

Таким образом, мы видим, что если вектор-функция f линей- 
чата на J, то числовая функция 2 --»||[(α}| тоже линейчата. 
Ироме того, линейчатые числовые функции на J образуют кольцо; 
а также, если f и в— две линейчатые числовые функции, то 


sup (f, ο) u inf(f, g) линейчаты. 


Замечание. Если }— линейчатая числовая функция Hal, 
a g— линейчатая вектор-функция на интервале, содержащем f (J), 
то сложная функция go f может и не быть линейчатой (ср. упра- 
жнение 4). 


Особый интерес представляют два частных случая теоремы 3: 


ПрЕдложЕНИЕ 3. Всякая вектор-функция, непрерывная на 
интервале ГС В и принимающая свои значения в полном нор- 
мированном пространстве E над телом В, линейчата и имеет 
на Г примитивную, для которой служит производной в каждой 


точке. 


Замечания. 1) Для доказательства существования прими- 
тивной у непрерывной функции можно использовать тот факт, что 
всякий многочлен (с коэффициентами из Е) от одного действитель- 
ного переменного имеет примитивную; а так как согласно теореме 
Вейерштрасса (Общая топология, гл. Х, $ 5) всякая непрерывная 
функция есть равномерный предел многочленов на любом компакт- 
ном интервале, то теорема 1 показывает, что всякая непрерывная 
функция имеет примитивную. 
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2) Предыдущее замечание без существенных изменений пере- 
носится на вектор-функции одного комплексного переменного со 
значениями в полном нормированном пространстве над телом С. 
Если открытое в С множество U гомеоморфно C, то примитив- 
ная такой вектор-функции f, определенной на U, есть, по оп: 
ределению, функция, непрерывная на U и имеющая в каждой 
точке из U производную, равную f. При таком определении Teo- 
рема 1 переносится на такие функции без каких бы TO ни былое 
изменений (в самом деле, приняв во внимание связность И, дока- 
зываем, что последовательность (θα) равномерно сходится по À 
в окрестности любой точки множества U, откуда следует, что (σα) 
равномерно сходится по % на любой компактной части множества U: 
конец доказательства проводится с применением предложения 4 
гл. I, $ 2). Следовательно, всякая функция, являющаяся равномер- 
ным пределом многочленов на любой компактной части множества 
U, имеет на U примитивную; эти функции являются не чем иным, 
как функциями, которые называют голоморфными на U и которые 
мы будем изучать более подробно в одной из последующих книг 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Всякая числовая функция |, монотонная на 
интервале ГС В, линейчата, и всякая примитивная этой функ- 
ции выпукла на Г. 


В самом деле, f удовлетворяет критерию, сформулированному 
в теореме 3 (Общая топология, гл. ТУ, § 5, предложение 4): 
вторая же часть предложения вытекает из следствия 1 вышеука- 
занной теоремы 3 и из предложения 7, гл. I, § 4. 


Замечание. Не следует полагать, что функции, линейчатые 
на интервале J, исчерпывают класс функций, имеющих примитив- 
ную на / (ср. упражнения 7 и 8). 


4. Интегралы 


Μπ получили (теоремы 1 и 2) примитивную функции, линед- 
чатой на интервале /, как равномерный предел примитивных 
для ступенчатых функций. Это может быть сделано и несколько 
иным путем. Пусть ху, х — любые две точки из J, Ху < 2; назо- 
вем разбиением интервала [5х 2] любую последовательность 
интервалов [T;, Xj4,], составляющих в сумме [Zp, X], где (2;)o<isn 
есть строго возрастающая последовательность точек из [X 2]. 
в которой Zn —x. Суммой Римана для вектор-функции f, опре- 
деленной на /[, и относительно разбиения, состоящего из 
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интервалов [2ι, 2ιει], будем называть всякое выражение вида 
n—1 | 
У £ (ti) (tin, — mi), где В принадлежит интервалу [57:, Ζει] для 
{=D 

0<i<n—1. Тогда получим следующее предложение: 


ПрЕдложЕНИЕ 5. Пусть { — линейчатая функция на интер- 
вале I, — примитивная функции f на Г, [to, x] — компактный ин- 
тервал, содержащийся в I. Для любого 8 > 0 найдется такое число 
о> 0, что для всякого разбиения интервала [Xo, x] на интер- 
валы, длина которых не превосходит о, выполняется неравенство 


n—1 
le@—-8.@)— 2 f (ti) (tit —z)||<e (1. 
= 
gan любой суммы Римана относительно этого разбиения. 


Действительно, пусть {| —такая ступенчатая функция, зто 
НЕ (и) —f, (9) ||<= для любого γΕ[2ο, x]; тогда, обозначив через 
g, примитивную функции {, на J, в силу теоремы о конечных 
приращениях получим неравенство |5 (x) —g (αρ) — (α, (x) — 
— 84 (20)) || <= (X —2%), а с другой стороны, 


n—1 n—1 | 
| à f (Li) (Tir — Ti) +2 Ё (ti) (tin — 24) || <= (x — 20). 


Значит, достаточно доказать предложение для того случая. 
когда f—cmynenuamaa функция. Пусть (yr)1<r<m — строго возрз- 
стающая последовательность точек разрыва функции f на интер 
вале [20, α]. Для любого разбиения интервала [20, 2] на интерва- 
лы длины, не превосходящей 0, каждая из точек у» принал- 
лежит одновременно не более чем двум интервалам; значит, в 
(To, x] может существовать не более 2т интервалов, на которых f 
не ‘равна постоянной; HO для такого интервала [2;, 2:1] имеем 


[8 (74) — g (2) — Е (ti) (ты — 2) |< 2M (αιμα), 
где через M обозначена верхняя грань функции ||| на [2ᾳ. x]. 
напротив, когда f постоянна Ha [z;, Titi], TO 
в (711) — 5 (i) El) un) = 0. 
Таким образом, очевидно, что разность 


n—1 
|! σ (x) — g (to) — aS (tl — αι) || 
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не может превышать 4/М то; следовательно, для получения нера- 


& 
венства (1) достаточно взять OX ———. 
а (1) x 6 => Gum 


Замечание. Если f непрерывна, то предложение 5 доказы- 
вается проще: так как f равномерно непрерывна на [2ρ, x], то суще- 
ствует такое о >0, что на любом содержащемся в [20, x] интервале 
длины, не превосходящей Q, колебание функции Ё будет меньше 

8 
или равно ———— ; для всякого разбиения интервала [x, x] на 
ah ap 
интервалы [2;, 2111] длины, He превосходящей о, и для любого 
выбора точек 2; в [5;, z;4,] при О< {< п—1 ступенчатая функция fy, 
равная f(t;) на [x;, x;34[ О<1<п—1) и f(x) в точке x, обладает 


тем свойством, что || f (у) — 1 (у) || < Е [20, xl; если 5. — при- 


L— Lo 
%—1 
митивная функции #1, TO σι (x) — σι (αρ) = > f(t;)(xir4—x;), и COOTHO- 
i=0 
шение (1) получается тотчас после применения теоремы о конечных 


приращениях. 


На протяжении остальной части этой главы мы ограничимся 
изучением примитивных для линейчатых функций на интервале J. 
Для такой функции f со значениями в Ё, для ее примитивной g 
и для любых двух точек ху, 2 из Г элемент © (5) —# (20) про- 
©транства Ё (который, очевидно, будет один и TOT же незави- 
CHMO OT того, какую именно примитивную g функции Î MH 
рассматриваем) называется интегралом функции f от 20 00 x 


{или на компактном интервале [ху &]) и обозначается 
x x 


\r@ dt или \ f. И термин этот, и обозначение берут свое 
χο χ0 

начало в предложении 9, где показано, что интеграл можно 
© любой точностью приблизить суммой Римана; в частности, 
можно, взяв разбиение интервала [20, 2] на равные интервалы, 


записать 


x n— 1 
1 я а ТА L— Lo 
Png lar и @) 
хо — 


x 
4 ‘ 
`Иными словами, элемент —— — \ f(t) dt есть предел среднего 
ei. 
χο 
арифметического значений функции { в левых концах интер- 
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валов разбиения [20, 2] на равные интервалы; его называют еще 


средним значением функции f на интервале [Xo, x]. 
По определению, функция 


„>| riya 


есть не что иное, как примитивная функции f, обращающаяся 


в нуль в точке To Е Г; ее обозначают снова через \ f(i)dt или \ f. 
хо хо 

Замечания. 1) Для произвольной функции В, определен- 

ной на J и принимающей значения в Ё, выражение В (x) —h (x) 


записывается также в виде В ({) |х; при таком обозначении для 
любой примитивной g линейчатой функции f на интервале J мы 
можем написать, что 


| f(t) dt=g (0 Е, (3) 


x 


2) Выражения \ f (£) dt, g(t) i являются «сокращенными CHM- 
хо 

волами», представляющими собой структуры, в которые входят 

буквы x, αρ, Ё, g, HO не входит буква t (ср. Теория множеств, 

гл. I, ἃ 1, n° 1); говорят, что в этих символах & является «немой 

переменной»; следовательно, { в этих символах можно заменить 

любым другим аргументом, отличным OT х, 2, f и g (и от apry- 

ментов, которые могут входить в TO доказательство, в котором 

фигурируют такие символы), и при этом смысл полученного символа 

не изменится (предлагаем читателю сравнить эти символы с такими 
n 

символами, Kak м: ви |) Х;, в которых Ti также служит немой 
i=1 i 

переменной). 

3) Приближение интеграла суммами Римана имеет прямое отно- 
шение к одному из исторических истоков понятия интеграла — 
к проблеме плоской меры. К этому пункту мы вернемся в книге VI, 
посвященной тем обобщениям понятия интеграла, к которым эта 
проблема приводит; в этих обобщениях «интегрируемые» функции 
определены не обязательно на части множества В; с другой стороны, 
даже когда речь идет о числовых функциях } одного действитель- 
ного переменного (не обязательно линейчатых), для которых можно 


6 π. Бурбаки 
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х x 


определить интеграл \ro dt, функция x —- \ /(t)dt не всегда 
хо хо 

служит примитивной для f и существуют функции, имеющие при- 

митивную, HO не «интегрируемые» в привычном для нас смысле. 


5. Своиства интегралов 


Свойства интегралов от линейчатых функций являются не чем 
иным, как Переложением на язык интегралов свойств производ- 
ных, доказанных в главе I. 

Во-первых, формула (3) показывает, что для любых точек 
Pee! 0 À 


\ као, (4) 
\го@-\ tas 0, (5) 
SERIE κ ta tort (6) 
Далее, на Е Point Е 1 s 1 имеем 
\t+9=\t+(g (7) 


и для любого скаляра k 
\ mae CE, . (8) 
хо хо 
- Пусть Æ, Е —два полных нормированных пространства над 
телом В, u— непрерывное линейное отображение EL в Г. Если 
f— линейчатая функция Ha J со значениями в Ё, то ποῖ есть 
линейчатая функция на J со значениями в К (следствие 2 из 
ра ο) и (гл. τ 8:1, LE trie 2) 


Qu u ( а ( 1 04). = (3) 


Пусть теперь Ё, F, G—Tpu полных нормированных простран- 
ства над телом В, и пусть (x, у) — [ху] — непрерывное билиней- 
ное отображение произведения EX F BG. Пусть, далее, fu g— 
две вектор-функции, определенные и непрерывные Ha J и прини- 
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мающие свои значения соответственно в E и в К; кроме того, 
предположим, что обе функции f и © служат примитивными для 
линейчатых функций, которые мы можем обозначить через 
Г и g’ (действительно, эти функции отличаются OT соответ- 
ствующих производных функций f и © не более чем на счетном 
множестве точек). Согласно предложению 3 главы I, § 1, 
функция h(x) = [1 (x) © (α)] в каждой точке дополнения некоторой 
счетной части интервала [ имеет производную, равную 
[f (x) σ’ (α)] -- [ξ΄ (α) g(x)]. Но в силу непрерывности функции 
[xy] и на основании следствия 2 из теоремы 3 каждая из функ- 
ций [[σ’] и [ff ο] является линейчатой функцией на Г; следова- 
тельно, имеет место формула 


го =И ЕО, — | kos (dt, 40 


а 


называемая формулой интегрирования по частям и позволяю- 
Wad находить многочисленные примитивные. 


Например, формула интегрирования по частям дает нам следую- 
щую формулу: 


x 
> x 
\ if’ (t) dt = tf (t)| — \ f (2) dt, 
хо 
хо Хо 
и, значит, позволяет сводить вычисление примитивных одной из 
функций f(x) и af (x) к другой. 


Точно так же, если f и g дифференцируемы п раз Ha интер- 
pare Г и если [7 и α΄. линейчатые функции на Г, то фор- 


мула (5) главы I, $ 3, эквивалентна следующей: 
b 


| и" (0) g (HI dt = 


a 


n—i 5 
(DDr) (He dr, (41) 
Soest a 


называемой формулой интегрирования` по частям порядка п. 

Найдем теперь аналог формулы дифференцирования сложных 
функций (гл. I, $1, предложение 5). Пусть числовая функция f, 
определенная и непрерывная на J, служит примитивной для 
некоторой линейчатой на J функции (которую мы для краткости 


6* 
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снова обозначим через f'); с другой стороны, пусть вектор-функ- 
ция g (co значениями в полном нормированном пространстве) 
непрерывна на открытом интервале J, содержащем f (J); любая 
примитивная h функции © на J имеет в каждой точке этого 
интервала производную, равную © (предложение 3); следова- 
тельно, сложная функция hof имеет производную, равную 
g (f (x)) Г (<) во всех точках дополнения (относительно J) неко- 
торой счетной части интервала / (гл. I, $ 1, предложение 5); 
так как функция g(f(x))f (x) линейчата (следствие 2 из Teo- 
ремы 3), то мы можем написать формулу 


b f(b) 
(eco \ кам, (12) 
a f(a) 


называемую формулой замены переменных, которая также упро- 
’Щает вычисление примитивных. 

Если, например, взять f(z)=x?, то очевидно, что формула (12) 
позволяет свести вычисление примитивных для одной из функций 
g(x) и 25 (2?) к друтой. 


Для того чтобы перенести теорему о конечных приращениях 
(гл. I, $2, теорема 1) на примитивные линейчатых числовых 
функций, заметим, что числовая функция f, линейчатая Ha KOM- 
пактном интервале /, ограничена на Г. Пусть J — множество 


точек из Г, в которых f непрерывна, и пусть m=inff(e), 
xEJ 


M = sup f(x). Известно (теорема 3), что множество Г [] CJ счетно; 
xed 
кроме того, если В есть дополнение относительно J некоторой 


счетной части интервала Ги т’=Ш{!]}(2), M’=supf(z), то 
xEB xEB 


m’<m<M<M'; в самом деле, для каждой точки x E J найдутся 
точки у из В, сколь угодно близкие к Z, и значит, m'<f(y) < 
<M’; так как f непрерывна в точке X, то, устремив у K 2 
(по множеству В), получаем m'< f(x) < М’, что доказывает наше 
утверждение. После этого перенесение теоремы о конечных при- 
ращениях дает нам следующее предложение: 


ПрРЕдложеЕНИЕ 6 (теорема о среднем). Пусть часловая функ- 
ция | линейчата на компактном интервале I = [а, 6]; если J — 
множество mou2k из I, в которых | непрерывна, и если 
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m—inff(x), M=supf(x), mo 
xES хЕ 


b 
и. \ f(t)dt <M, (13) 
a 
за исключением того случая, когда | постоянна на J. Тогда 
все три члена неравенства (13) равны между собой. 
Иными словами, среднее значение линейчатой функции f на 1 


заключено между гранями этой функции на той части интервала, 
на которой / непрерывна. 


Следствие 1. Если числовая функция | линейчата на I и вточ- 
b 


ках непрерывности | (x) > 0, то = \ f (t)dt>0, за исключением 


a 
того случая, когда в точках непрерывности | (x) — 0. 


Следствие 2. Шусть две числовые функции [и в линейчаты 
на Г, и пусть g(x) >0 в тех точках, где она непрерывна; если m 
и М -—нижняя и верхняя грани функции | на множестве точек 
из I, в которых | непрерывна, то | 


b 


b b 
(О | О, | e@a. (44) 


Равенство двух левых (соответственно двух правых) частей этой 
формулы достигается лишь в том случае, когда в (т) (f (x) — т) = 0 
(соответственно g (2) (f(x) — М) =0) в каждой точке, в которой 
обе функции непрерывны. 


Для вектор-функций теорема о конечных приращениях (гл. I, 
$2, теорема 2) позволяет сформулировать следующее предложение: 


ПрЕдложЕНИЕ 7. Пусть вектор-функция f линейчата на kom- 
пактном интервале [= [а, 6] и принимает свои значения в NOA- 
HOM нормированном пространстве E, и пусть линейчатая на I 
числовая функция g такова, что g(x) > 0 в точках непрерывности; 


тогда 
b b 


|{τώ εῶ αι! [το [0 4' 45) 


| 
a 
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Hak частный случай этой формулы получаем неравенство 


| | Γ() а | < || Ê (2) || at. (16) 


6. Интегральная форма остаточного члена в формуле 
Тейлора; примитивные высших порядков 


Формула интегрирования по частям порядка п (формула (11)) 
позволяет выразить в интегральной форме остаточный член rh (2) 
разложения Тейлора n-ro порядка функции f, имеющей (7 + 1)-ю 
производную, линейчатую на интервале J (гл. I, § 3, n° 2); 
Β самом деле, заменив в формуле (11) f на Г, b на x и g(t) 


da)" 


на функцию = 


‚ получим формулу 
[ (2) =£(a)+£" (a) + а) +... № @ ED + 


κ \ f+) (t) la, (17) 
то есть формулу 


ra (2) = \ get) EO" au, (18) 


которая часто позволяет получать простые оценки остаточного 
члена. 

Если на интервале / задана линейчатая функция f, то любая 
ее примитивная ©, будучи непрерывной Ha J, имеет в свою очередь 
примитивную; любая из примитивных какой угодно примитивной 
для f называется второй примитивной для функции f. Вообще, 
примитивной п-го порядка для функции f называется примитивная 
примитивной (и —1)-го порядка для f. Проведя индукцию по п, 
сразу видим, что разность двух примитивных п-го порядка функ- 
ции { есть многочлен степени, меньшей или равной п—1 (с коэф- 
фициентами из Ё). Примитивная п-го порядка функции Ё пол- 
ностью определена, если задано ее значение и значение ее n— 1 
первых производных в некоторой точке aE J. 
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(п) 
Будем, в частности, обозначать через \! те примитивные 
ὃ a 

п-го порядка функции f, которые в точке а равны нулю вместе 
со своими n— 1 производными. Формула Тейлора (п — 1)-го поряд- 
ка, примененная к такой примитивной, показывгет, что если 

(η) 
g— \ f, то имеет место формула 


x 


Se ae 
)= | Or di, (19) 


позволяющая, таким образом, нахождение примитивных R-TO 
порядка свести к вычислению одного-единственного интеграла. 


Упражнения. °1) Пусть (fu) — множество числовых функций, 
определенных на интервале J, имеющих Ha J точную примитивную 
и образующих множество, фильтрующееся по отношению <. Пусть 
{— верхняя огибающая семейства (fu); предположим, что } имеет 
на J точную примитивную. Показать, что если δα (соответственно g) 
есть примитивная функции fu (соответственно f), обращающаяся 
в нуль в точке 20€ Г, то g является верхней огибающей. семейства 
(gq). (Сначала, обозначив через и верхнюю огибающую семейства (50), 
показать, что для À > 0 выполняется неравенство и (x —+h)—u (x) < 
< g(z+h)—g(x); затем, что для любого G выполняется неравенство 
и (д Р) — и (2) > во (4 +h)—gq(x), из которого заключить, что 
lim inf (2-Е) (2) 
h>0 h 
получить искомое утверждение.) 

Построить пример возрастающей последовательности (fn) функ- 
ций, непрерывных на интервале J и равномерно ограниченных, что- 
бы их верхняя огибающая не имела на J точной примитивной. 

2) Показать, что для того, чтобы функция f была ступенчатой 
на интервале 7, необходимо и достаточно, чтобы она имела не более 
чем конечное число точек разрыва и на каждом интервале непре- 
рывности была постоянной. 

3) Пусть функция f, линейчатая на интервале J, принимает свои 
значения в полном нормированном пространстве Е над телом В; 
показать, что для любой компактной части Н интервала Г множе- 
ство f (H) относительно компактно в Ё; построить пример, когда 
{(H) не замкнуто BE. 

4) Построить пример такой непрерывной на компактном интервале 
ICR числовой функции f(x), чтобы сложная функция sign f(x) 
не была линейчатой на J (хотя функция sign x линейчата на В). 


> f(x). Сравнивая полученные неравенства, 
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°5) Пусть функция { определена на компактном интервале 
I=[a, 6] СВ и принимает свои значения в полном нормированном 
пространстве Ё; говорят, что Ё есть функция с ограниченным измене- 
нием Ha J, если существует такое число m>O, что для любой 
строго возрастающей последовательности (21) < п точек из Г, 
в которой 29 =a, х„=6, выполняется неравенство 

п—1 
У It (ан) —£ (20 |< т. 
i=0 

a) Показать, что f (7) относительно компактно в E (рассуждать 
от противного). 

6) Показать, что f линейчата на J (сначала показать, что, 
когда х стремится к точке ху Е Г, оставаясь больше 20, f не может 
иметь двух различных предельных значений, а затем использовать а)). 

6) Для того чтобы определенная на открытом интервале ГС В 
функция { во всех точках дополнения некоторой счетной части 
интервала J была равна функции, линейчатой на J, необходимо 
и достаточно, чтобы она удовлетворяла следующему условию: для 
любого x € I и любого & >0 найдутся такое À > 0 и такие два эле- 
мента a и b из Е, что неравенство || { (у) —а || < = выполняется для 
любого у, принадлежащего’ [х, х--#], за исключением не более 
чем счетного множества точек этого интервала, а неравенство 
|| 2 (2) —b||<e выполняется для любого z, принадлежащего [x—h, x], 
за исключением не более чем счетного множества точек этого ин- 
тервала, 


ie 
*7) Показать, что функция, равная sin для х-20 и O для 
| В. 
x—=(, имеет на В точную примитивную | заметить, что 22 sin — 


имеет производную в каждой точке ) , 


Вывести отсюда, что если ρ(α, u, и) —многочлен OT и, LV, коэф- 
фициентами которого служат функции, непрерывные на интервале /, 


Ken | 
содержащем 0, то функция, равная g (=, sin τ, 005 >) для < #0 


и надлежащим образом выбранному значению α для х=0, имеет 
точную примитивную на Г; построить пример, когда a # g (0, 0, 0)... 
*8) Показать, что существует непрерывная на [—1, +1] функ- 
ция, имеющая на этом интервале конечную производную, равную 
1 
ee | 
sin — 
2 


; 1 | 
sin в точках X, отличных OT — — (п — целое, п ~ 0) иот 0. 


1 £ 
(в окрестности точки = —_ сделать замену переменной 


1 


х=— y использовать упражнение 7; при помощи той же 
nst + Arcsin п yup ‚ ПР 
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замены переменной показать, что существует такая He зависящая 
от п постоянная а > 0, что 


EA: 
(2n—1)x 
sin dx <-х; 
5 sin — 
(2n-+1)st 


отсюда вывести, что функция 


х 
g (x) = lim \ sin : 1 dt 
ER | sin ‘2 


имеет в точке x—O0 производную, равную нулю. 4 


9) Пусть функция f линейчата на компактном интервале 
I=[a, 6]. Показать, что для любого € >0 существует функция δ, 
b 


непрерывная Ha J и такая, что \ | £ (@) —g (2) || dt «- ε (свести к тому 
J | 
случаю, когда {— ступенчатая функция). Вывести отсюда суще- 


ствование такого многочлена № (с коэффициентами из ЕЁ), что 
b 


\Ito-nWIld<e. 
a 

10) Пусть функция f линейчата Ha [a, 6] и принимает свои зна- 
чения в Ё, функция g линейчата на [a, с] (с >b) и принимает свои 
значения в F, и пусть (x, у) —> [xy] —билинейное непрерывное ото- 
бражение произведения EXF BG (Е, Ги G— полные нормированные 
пространства). Показать, что 

b 


„Im \иофвенюи= 


[7 (¢) 5 ()] at 


8—9: 


а 


(свести к тому случаю, когда # — ступенчатая функция). 

11) При тех же предположениях, что и в упражнении 10, пока- 
зать, что для любого & >O0 найдется такое число о >0, что для 
всякого разбиения интервала [а, 6] на интервалы [2], 211] длины, не 
превосходящей о (0O<i< n—1), неравенство 


| Е ока [Е (м;) g (5;)] (2; — ti) |< 
i=0 


a 
выполняется для произвольно выбранной пары точек Uj, V; в каждом 
‘из интервалов [x;, 244] (свести к тому случаю, когда функции # 
и © ступенчаты). 
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°12) Говорят, что носледовательность (Th) вещественных чисел, 
принадлежащих интервалу [0, 1], равномерно распределена на этом 
интервале, если для любой пары чисел a, В, удовлетворяющих усло- 
вию 0<as<fß<I1, и для числа v,(a, В) индексов i таких, что 
1<i<nuna<2;< 8, имеет место формула 


lim τα --β--α. (1) 
n— 00 
Показать, что если последовательность (2ῃ) равномерно распре- 
делена и если функция f линейчата на [0, 1], то 


n>o N 
= 


п 1 
RES Ye = \ Е (2) dt (2) 
0 


(свести к случаю, когда { —ступенчатая функция). 

Показать, что для того, чтобы последовательность (Zn) была 
равномерно распределена, достаточно, чтобы соотношение (2) выпол- 
нялось для всякой числовой функции f, принадлежащей всюду плот- 
ному множеству в пространстве непрерывных на [0, 1] числовых 
функций, наделенном топологией равномерной сходимости. 

°43) Пусть числовая функция f линейчата на компактном интер- 
Bane-[a, 6]. Положим 


r =? 


b 
-\ f () dt. 


a) Показать, что если f возрастает на [a, 6], то 


0<r(n) <2 


Г(а)). 
6) Показать, что если f непрерывна и имеет на [a, 6[ ограниченную 


ur (b) —f (a)) 


линейчатую правую производную, TO lim nr (п) = 
n— oo 


b—a 
положив а eres ‚ заметить, что 


n—1 А+! 


=» \ Чаво ἀν, 


а затем применить APPARUES 5). 


в) Построить пример возрастающей и непрерывной на [а, b] 
функции f, чтобы при неограниченном возрастании п величина nr (п) 


De ; 
5 (f(b)— f(a)) (взять в качестве f предел убы- 
вающей последовательности возрастающих функций, графики кото- 


не стремилась к 
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рых являются ломаными линиями, удовлетворяющих условиям 


b— b— 
fn (ат) = (ete) для OCR < 2", 


в" b 
(=a) Σ) th (art ke) | tn ae> 6—0) (In (In (a). 
---1 a 


14) Пусть вектор-функция f служит примитивной для линейчатой 
на [а, 6] функции f’ и удовлетворяет условию f (а) =# (ὁ) =0. Пока- 
зать, что если М —верхняя грань функции ||f’(z)|| на множестве 
тех точек из [а, 6], в которых f’ непрерывна, TO 

b 
Naga eos 
a 

15) Пусть числовая функция f непрерывна, строго возрастает 
на интервале [0, а] и удовлетворяет условию f (0) =0; пусть обратная 
к ней функция g определена и строго возрастает на интервале 
[0, f (а)]; показать, что для О< х<аи для О< ух f(a) справедливо 
неравенство 

x 


у 
ny < \ (а \ g (м) du, 
0 0 

причем равенство имеет место лишь в TOM случае, когда y=f (zx) 


x 
(рассмотреть изменение функции xy —\ f(t) dt, как функции OT 2 
| 0 


при фиксированном у). Вывести отсюда, что для 220, y>O, р>1, 
der 
b>0 u (pa)P’ (pbP 2» 1. 

16) Пусть Г— вектор-функция, линейчатая на J=[a, b] CR, 
и — примитивная функции Ё на J и ОЬ— выпуклое замкнутое мно- 
жество, содержащее u (7). Показать, что если g— числовая функция, 


монотонная на Г, то 
b 


À Γ( ε() dt (u (8) —0) g (0)—(e—u (a) g (a), 

a 
где с принадлежит D (свести к случаю, когда g— монотонная CTY- 
пенчатая функция). Вывести отсюда, что если }— числовая функция, 


линейчатая Ha J, то найдется такое сЕГ, что 
Е | 


с b 
\ f(g (at=g (a) \ 10) ἀἠ-ς 0) \ f(t) dt 


a 
(«вторая теорема о среднем»). 


выполняется неравенство ху < axP+ —byP’, если а>0, 
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17) Пусть числовая функция g имеет отличную от 0 непрерыв- 
ную производную Ha [a, x]; показать, что если числовая функция } 
имеет (п--1)-ю производную, линейчатую на [a, x], то остаточный 
член разложения Тейлора п-го порядка функции f в точке а может 
быть записан в виде 


ЕЕ) 
гв (x) = (5 (1) — 8 (а)) — En 
abe πὶ β' (E) : 
где а< &< x (воспользоваться интегральной формой rn (x)). 
18) Пусть числовая функция } конечна и непрерывна на откры- 
том интервале J. Для того чтобы } была выпукла Ha J, необходимо 
и достаточно, чтобы для любого x € I выполнялось соотношение 


x-+h 
lim sup (3 \ f (0) at—7(2) ) > 0 
h 


h>0 
x— 


(рассуждать, как в упражнении 9 гл. I, $ 4). 

19) Пусть /—выпуклая функция на интервале J, й — строго поло- 
жительное число и In — пересечение интервала / с интервалами J +h 
и J—h; показать, что если Jp не пусто, то функция 


7 xth 
nd, \ Га 


x—h 


выпукла на Ip; если h<k, то gn< в». Показать, что если À crpe- 
мится к 0, то gp равномерно стремится к f на любом компактном 
интервале, лежащем внутри Г. | | 

20) Показать, что при неограниченном возрастании п многочлен 


Гале)» di 
fn (2) =+ 
| (1— 22)” dt 


0 


равномерно стремится к —1 на всяком интервале [—1, —e] и равно- 


мерно стремится к 1 на всяком интервале [ +1], где #>0 
1 1 


Ὁ 


(заметить, что \ (1—12)" dt > \ (1 —t)" at ) . Вывести отсюда, что 


многочлен gn (1) = \ fn(t) di равномерно стремится к |2| на 


[—1, +1], что дает новое доказательство теоремы Вейерштрасса 
(Общая топология, гл. X, § 5). 
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$ 2. Интегралы на некомпактных интервалах 


1. Определение интеграла на HWEKOMNAKMHOM 
лете рвале 


Пусть / — компактный интервал [а, 6] расширенной прямой В 
(следовательно, а и 6 могут принимать бесконечные значения); 
пусть, далее, Ê — функция, определенная Ha ja, 6[ и принимающая 
свои значения в полном нормированном пространстве E над 
телом В. Обобщая определение 2 из $ 1, будем говорить, что 
функция ©, определенная на [а, 6] и принимающая значения BE, 
есть примитивная функции f, если она непрерывна на [а, 6] 
(и, в частности, в концах a и ὦ) и имеет производную, равную 
f(x), во всех точках дополнения относительно Ja, b| некоторой 
счетной части этого интервала. 

Мы ограничимся рассмотрением следующего случая: существует 
конечная строго возрастающая последовательность (C;)o<i<n точек 
из /=[a, bl, с=а, εση--ὖ, такая, что функция Ё линейчата 
на каждом из открытых интервалов ]с;, Cj+,[, HO не линейчата 
ни на каком открытом интервале, содержащем хотя бы одну 
точку C;, лежащую внутри /; такую функцию будем называть 
кусочно линейчатой на [а, 6]. Отметим, что функция, линейча- 
тая на ja, 6[, кусочно линейчата (для этого достаточно в пре- 
дыдущем определении положить п = 1). 

Если f имеет на / примитивную © (в вышеуказанном смысле) 
и если а есть некоторая точка из интервала ]c;, GH] (O<i<n—1), 
то, согласно нашему предположению, для любого X, принадле- 

x 
жащего этому интервалу, © (2) — © (а) = \ f (t)dt; так как g пред- 


a 
x 


полагается непрерывной Ha /, TO очевидно, что интеграл \ Е (2) dt 


ὁ; 


0 
должен стремиться к пределу в Tos, когда X стремится к с; справа 


и когда х стремится к Οζ} слева. Обратно, допустим, что эти 
условия выполнены для любого i, и пусть 8; — примитивная функ- 
ции f на интервале ]с;, Cyril (0 <#<п— 1); тотчас же заключаем, 
что функция δ, определенная на дополнении относительно J 
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множества с; как функция, равная 


gi(z)+ 2 (Er-ı lea —)— Erler +)) Ha |с;, cul для 0<i<n—1, 


непрерывна в любой точке интервала /, отличной OT C;, и в каж- 
дой из этих точек имеет предел; следовательно, она может быть 
продолжена по непрерывности в каждую из точек с;, и про- 
долженная функция, очевидно, является примитивной функции f 
на /. Кроме того, ясно, что всякая другая примитивная функции f 
имеет вид [а (а— элемент пространства А). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Говорят, что вектор-функция |, Kycouno 


линейчатая na интервале ja, @ расширенной прямой В, инте- 
грируема на этом интервале, если она имеет на [а, 6] прими- 
тивную; если S— любая из примитивных функции Ё на [a, b], 
а То и 2x — Öse произвольные точки, из [а, 6], то интегралом функ- 


ции f om то 00 т называется элемент © (т) — © (Xo), который 
x 


обозначается через \ f(t)dt. 


хо 


Это понятие, как легко видеть, совпадает с понятием, опре-. 
деленным в $ 1, n°4, если интервал [20, 2] не содержит ни одной 
из точек C;. 

Замечания, которые предшествовали определению 1, показы- 
вают, что для того, чтобы функция f была интегрируема на 
la, b[, необходимо и достаточно, чтобы ее сужение на каждый 
из интервалов |с;, C;+,| было интегрируемо на этом интервале. 
Иными словами, все сводится к тому случаю, когда функция f 
линейчата на некомпактном интервале [С-В с концами απ 
(a<b) и когда: 1° или (по крайней мере) одно из чисел а, b 
бесконечно; 2° или f не линейчата на компактном интервале, 
содержащем хотя бы одну из точек а, 6 (эти два условия не исклю- 


чают друг друга). Тогда для интегрируемости функции f на J 
y 


необходимо и достаточно, чтобы интеграл | га стремился 
х 

к пределу, когда точка (т, y) стремится к (а, b)ER?, оставаясь 

в { XI, и этот предел, согласно определению 1, должен быть 
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b 
paBeH \ f (t) dt. Часто, вместо того чтобы говорить, что функция f 


a 
b 
интегрируема на /, говорят, что интеграл \ f(t)dt сходится. 
a 


-Н оо 


Примеры. 1) Интеграл \ = сходится и равен 1, так как 
1 


1 
2) Интеграл \ р. сходится и равен 2, так как 
0 


1 


\ Eee, —3(1- Ve) для =#>0. 
Vi 
x 
3) Пусть (Un)n>ı — бесконечная последовательность точек из E, 
и пусть Ё{— ступенчатая функция, определенная на интервале 
[1, + co] при помощи следующих условий: f(x) = Un дляп<х< 
es 
<п-1. Для того чтобы интеграл \ f(t)dt был сходящимся, 
1 
необходимо и достаточно, чтобы ряд с общим членом Un сходил- 
n п—1 
ся в Е; в самом деле, \ f (é) dt — >) Up, И значит, условие необ- 
1 msi | 
ходимо; обратно: если ряд с общим членом U„ сходится в E, то 
x n—1 
lim u, = 0; Ho дляп < х<п— 1 имеем \F (0 ars > u;—+u, (ern), 
τι--»οο 


1 »=1 
oo 


и следовательно, этот интеграл стремится К > Un; когда 2 CTpe- 
nA 


мится к + ©. 

Очевидно, что если кусочно линейчатая функция f интегри- 
руема на /, то формулы (4) и (9) m3 ὃ 1 снова справедливы. Точ- 
но так же, формула (10) обобщается следующим образом: через 
Ги © обозначим примитивные линейчатых на ja, [ функций Ё 


и ©’, а через [f, οἱ N — предел (если он существует) выражения 
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[fg] |“, когда (x, У) стремится к (a, b) (при a<x<y<b); 
b 
тогда, если два из трех выражений [fg]|’, (ног (] dt, 


a 
b 


\ μ΄ ()g(#)1 dt имеют смысл, TO имеет смысл и третье, и форму- 
a 
ла (10) верна. 

Пусть, наконец, числовая функция f, определенная и непре- 
рывная на /=|а, [, служит примитивной функции f’, линей- 
чатой на ja, 6[; с другой стороны, пусть вектор-функция g непре- 
рывна на открытом интервале J, содержащем ] (Г); если функция 
g (f(x)) f(x) интегрируема на / и если f стремится к пределу 
(конечному или бесконечному) в точках а и 6, то функция © 
интегрируема в пределах от f(a+) до f(b—) u 


b f (b-) 
\suwrwd=- \ βίώαι. (1) 
a f (a+) 


В самом деле, когда (z, у) стремится к (a, b), (f(x), f(y)), 
ΠΟ предположению, стремится к (f(a-+), f(b—)); значит, для 
того чтобы получить (1), достаточно взять формулу (12) из $ 1 
в пределах OT 2 до у и перейти к пределу. 

Возьмем теперь функцию f, линейчатую на некомпактном 
интервале {CR с концами а и 6 (ab). Тогда условие иите- 
грируемости функции f на / может быть выражено следующим 
образом. Компактные интервалы J C_/, образуют упорядоченное 
‚фильтрующееся множество Я® (Г) по отношению С *), ибо если 
fa, В] и [y, 6] — два компактных интервала, содержащиеся в / 
и если À — min (а, у), и = max (В, ὃ), то интервал [A, u] содержится 


*) Напомним (Теория множества, Результаты, $ 6), что множество % час- 
‘тей интервала J называется фильтрующимся по отношению (_, если для лю- 
бых ХЕХ и YET существует такой элемеят 265, что XCZu УСА. Ес. 
ли через S (X) обозначено подмножество из %, состоящее из элементов Y € #, 
‘удовлетворяющих условию Ÿ X, то подмножества 5 (X) образуют базис 
‘фильтра в %, называемый фильтром сечений множества $; предел (если 
‘таковой существует) отображения f множества 5 в топологическое простран- 
‘ство по фильтру сечений множества % снова называется пределом функ- 
yuu f по упорядоченному фильтрующемуся множеству & (см. Общая топо- 
„логия, гл. I, §§ биби гл. IV, $5, n°2). 
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в Г и содержит в свою очередь оба рассмотренных интервала. 
Тогда для всякого компактного интервала / = [а, В], содержа- 
щегося в /, положим 


В 
\ f (0) dt = | f(t) dt; 
J a 
для того чтобы функция f была интегрируема Ha J, необходимо 


и достаточно, чтобы отображение J — \ { (1) 4Е имело в Е npe- 


J 


дел no упорядоченному фильтрующемуся множеству SK (Г); этот. 
b 


предел будет равен \ro dt; мы будем обозначать его также 
через \70 dt. 


I 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1 (критерий Коши для интегралов). Пусть 


функция Ÿ линейчата на интервале Г С- В с концами au b (a<b). 
| b 


Для того чтобы существовал интеграл \t@ dt, необходимо 


a 
и достаточно, чтобы для любого в > 0 существовал такой содер- 


жащийся в I компактный интервал Ло = [а, В], что’ для всякого 
содержащегося в I компактного интервала К =[х, y], не имею- 


#04 | <=. 


К 


weeo с Ло внутренних общих точек, 


Действительно, так как Е — полное пространство, то критерий 


a 


Коши показывает, что для сходимости интеграла \ Е (2) dt необ- 


I 
ходимо и достаточно, чтобы для любого 8 > 0 существовал такой 


компактный интервал Л, =[а, В], что для всякого компактного 
интервала J, удовлетворяющего условию ЛоС.ЛС- Г, выпол- 
няется неравенство | \ f (¢) dt — \ f (t) dt 
J Jo 
предложение будет вытекать из следующей леммы: 


<e. Таким образом, 


ЛЕммА. Пусть УЛ, = [а, В] — компактный интервал, codepaca- 


mutica в Г. Для того чтобы неравенство | \ Î (t) dt — \ f (t) dt |< & 
- J J’ 


7 4H. Бурбаки 
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выполнялось для любой пары компактных интервалов J, J’, codep- 


жащихся в I и содержащих Ло, необходимо, чтобы | \ f (t) dt | <= 
К 


и достаточно, чтобы | \ f (t) & |< для всякого компактного 
К 


интервала К, содержащегося в I и не имеющего с Ло внутрен- 
них общих точек. 


Действительно, если для JCJCI и ЛС .’С Г справед- 
ливо неравенство 


\\rwa-\rWar|<e, 
| J J? 
TO очевидно, в частности, что для х<ус<а или для В <х<у 


у 
(x и у принадлежат /) справедливо неравенство | \ f (t) di||<e. 


Обратно, если | у f (t) dt |< — для любого компактного интервала 


КС, удовлетворяющего условию К [|] Лу =ф, и если J = [х, y], 
J’ =[z, |— два компактных интервала, содержащихся в Ги co- 
держащих Jo, το. 


| годе {га | = | оао < 
J Ρ 9 


поскольку 
z<a<fßsy и z<a<ß<it. 


Пример. Если интервал I ограничен и функция f ограничена 


на /, то интеграл \ f(t) dt всегда существует, так как, в силу Teo- 


I 
ремы о среднем, для ух а< В < = имеем 


Qa z 
| Гоа | <(a—a) р, | 10а | <(@—B) зар 16), 
ΧΕΙ В «δ: 
u er того, чтобы выполнялся критерий Коши, достаточно выбрать 
надлежащим образом a—a и 6— В. 

Отметим, что в этом случае примитивная С Ё на J не 
обязана иметь производную справа (соответственно слева) в левом 
(соответственно в правом) конце интервала / (когда это число конечно) 
в противовес тому, что имело место для ‘случая компактного интер- 


вала J и линейчатой на J функции f (ср. упражнение 1). 
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2. Интегралы от положительных функций на 
HEKOMNAKMHOM интервале 


ПрРЕдложеЕНИЕ 2. Пусть числовая функция ] линейчата и не- 


отрицательна на интервале ГС В с концами а u b (a<b). 
b 


Для существования интеграла \ f (1) dt необходимо и достаточ- 


а 


но, чтобы множество чисел | f(t)dt было ограничено сверху, 
J 


когда J пробегает множество компактных интервалов, содержа- 
b 


щихся в I; тогда интеграл \ro dt есть верхняя грань MHO- 
a 
жества \ro dt. 
J 


Действительно, так Kak f>0, то соотношение J CZ J’ влечет 
HepaBeHCTBO 


лба | tae; 


J J 


значит, отображение J — \ 7 (Е) dt является возрастающей функ- 
J 

цией, и предложение вытекает в качестве следствия из теоремы 

о монотонном пределе (Общая топология, гл. ТУ, $ 5, теорема 2). 


Если отображение J — \ f (t) dt является неограниченной функ- 


цией, то предел этой функции по упорядоченному фильтрующемуся 


множеству ® (1) будет равен - со; в этом случае сокращенно 
b 


говорят, что интеграл \ f (t) dt равен + со. Свойства интегралов, 


а 
установленные в n 1, переносятся (когда речь идет о неотрица- 
тельных функциях) на случай, когда некоторые из интегралов, 
фигурирующих в этих свойствах, бесконечны, пока соотноше- 
ния, в которых они фигурируют, сохраняют смысл. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3 (принцип сравнения). Лусть две числовые 
функции | и в, линейчатые на интервале Г CR, удовлетворяют 


7* 
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условиям O<f(r)< g(x) в каждой точке, в которой обе функции 
непрерывны (cp. § 1, предложение 6). Если интеграл от g сходится 


на интервале I, то сходится и интеграл om f, u \rwat< 
| J 
< \ g(t) dt, причем равенство обоих интегралов может docmu- 


I 
гаться лишь в том случае, когда f(x)=—g(zx) 60 всех точках 


интервала Г, в которых обе функции непрерывны. 


В самом деле, для любого компактного интервала J CJ имеем 


\rwa<\ewaı; 
J 9 


а так как \ g(t)dt< \ g(t) dt, то интеграл \ f(t)dt ограничен 
J I J 


сверху и, значит, \ f(t) dt сходится; далее, переходя к пределу, 
I 


получаем, что. VFO dt< \ g(t)dt. Предположим, кроме того, 
т I 


что f(x) «-σ(α) в какой-нибудь точке хЕГ, в которой обе функ- 
ции непрерывны; существует такой содержащийся в / и не сво- 
дящийся к точке компактный интервал [с, d], что хЕ [с, d]; тогда 
а а 

\ It) dt < \ g(t) dt ($ 1, следствие 1 из предложения 6), а так 


ς ς 


f(t) dt < 


QC D © 


; ς С 
как, с другой стороны, \ f(t)dt< \ g(t)dt u 
a a a 
b 
ae \ g(t) dt, To, складывая почленно последние три неравенства, 
а 


получаем, что 
b b 


\ f(t)dt< \ g (t) dt. 
a a 
Это предложение дает нам наиболее употребительный способ 
решить вопрос о сходимости или расходимости интеграла от 
функции [20 путем сравнения функции fc более простой функ- 
цией g>(, относительно которой уже известно, сходится или 
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расходится ее интеграл; в главе У мы на самых распространен- 
ных случаях покажем, каким образом можно искать функции срав- 
нения, и затем выведем наиболее употребительные признаки 
сходимости интегралов и рядов. 


3. Абсомотно сходящиеся интегралы 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Говорят, что интеграл от линейчатой на 
интервале TCR функции f абсолютно сходится, если сходится 
интеграл от положительной функции || 1 (zx) ||. 


ПредложЕНИЕ 4. Если интеграл om f на Г абсолютно cxo- 
дится, то он сходится и в смысле простой сходимости и 
| ера | < \ ИЕ |4. (2) 
I I 
В самом деле, для любого компактного интервала J C_ J имеем 


($1, формула (16)) 
| | \ f (4) dt | < \ IE (£) || at. (3) 
J J 


Если интеграл от положительной функции || f (zx) || сходится, 
то для любого € >> 0 найдется такой содержащийся в J компакт- 
ный интервал [α, В], что для всякого компактного интервала 
[x, y], содержащегося в / и не имеющего с [α, В] ни одной 


y 
внутренней общей точки, \ || f(t) ||di<e (предложение 1); отсюда 
x 


y 
вытекает неравенство | \ f (2) η < &, которое доказывает сходи- 
= | 


мость интеграла Ha / (предложение 1); переходя затем в форму- 
ле (3) к пределу, получаем неравенство (2). 


Следствие. Пусть Е, F, @— три полных нормированных про- 
странства над телом В u (x, у) —>[x у| — непрерывное били- 
нейное отображение EX F в G. Пусть f u g—dee линейчатые 
на I функции со значениями соответственно в Е ue F. Если f 
ограничена на I, а интеграл от g на I абсолютно сходится, 
то интеграл от [fg] абсолютно сходится на Г. 


В самом деле, существует такое число À >> 0, что имеет место 
неравенство ||[х yl|<A|x|-||y|| (Общая топология, гл. IX, 
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$ 3, теорема 1); если положить k=sup ||f(x) ||, то на J будет 
хЕТ 


иметь место неравенство ||[f (x) g (x)] |< hk || g (x) ||; следователь- 
но, принцип сравнения показывает, что интеграл от [fg] абсолют- 
но сходится на J, и на основании формулы (2) имеем 


| \ [f (2) g (01 dt | <hk \ |! σ (1) || dt. 
I 


Замечание. Сходящийся интеграл может не быть абсо- 
ΠΙΟΤΗΟ сходящимся, как показывает пример 3 из n° 1, если ряд 
с общим членом Un сходится, HO не абсолютно. 


Упражнения. i) Пусть два конечных действ ительных 
числа а и В таковы, что a< В. Показать, что если два числа y u Ô 
удовлетворяют условиям a<y<6<f, то существует числовая 
функция f, определенная на интервале ] 0, а], не принимающая 
никаких других значений, кроме а и В, являющаяся ступенчатой 


на любом интервале [e, a] (8 >0) и такая, что если положить 
x 


εἰο)-- \ rar, το 
0 
lim int 8 &) 8 ©) —Yy, . limsup 8 (t)—8 (9) _ 5 


x0, x>0 x χ-»0, x>0 2 


(взять в качестве g (x) функцию, график которой представляет собой 
ломаную линию со сторонами, имеющими наклон, равный последова- 
тельно а и В, и с вершинами, находящимися попеременно то на 
прямых у=ух и у=0х для Y=#6, то на прямой у=ух и на пара- 
боле y=yı-+a? для y=). 

Тем же самым способом показать, что независимо от того, 
конечны или бесконечны у и ὃ (у<), существует такая опреде- 
ленная на 10, а] числовая функция f, что на любом интервале [e, а] 

x 


функция f ступенчата, интеграл g (x) = \ f (t) dt существует и 


0 
lim inf, 8 &)— 8 (0) RR lim sup Se Oy 5. 
x0, x>0 2 х-0, x>0 т 


°2) а) Пусть линейчатая на интервале |0, а] функция # такова, 


; | 
что интеграл (a сходится. Показать, что интеграл g (x)= 
0 


x 
= \ f (Е) dt сходится и имеет в точке х=0 правую производную. 
0 
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6) Построить пример такой числовой функции f, что интеграл 


x 

2 (1) = \ f(t) dt сходится и имеет в нуле правую производную, 
0 

а_функция a He интегрируема на ]0, a] (взять в качестве ne 


производную функции вида cos M(x), гдеф стремится к +00, когда 2 
стремится к 0). 

939) Пусть числовая функция f 209, определенная на интервале 

x 
10, а] и линейчатая на нем, такова, что интеграл g (x)= \ f (t) dt 
0 
сходится, HO не имеет в нуле правой производной. Показать, что 
существует такая линейчатая Ha ]0, а] функция f4, что (f, (1))2 =} (x) 
x 
для любого x, и что интеграл gy, (x)= \ fat) dt сходится и имеет 
0 

в нуле правую производную. (Рассмотреть сначала случай, когда f 
совпадает с функцией, ступенчатой на любом интервале [e, a] 
(= > 0). Разбить в этом случае каждый интервал, на котором } 
постоянна, на достаточно большое число равных интервалов и взять 
fi постоянной на каждом из этих интервалов, чередуя знаки функ- 
ции |. для последовательных интервалов. Проделать то же самое 
для общего случая.) 

4°) Определить на интервале [0, 1] две числовые функции f 
и g, обладающие тем свойством, что [и g имеют точные прими- 
тивные, но fg в каждой точке из [0, 1[ служит правой производной 
для непрерывной функции, не имеющей левой производной на мно- 
жестве мощности континуума (использовать конструкции, аналогич- 
ные конструкциям из упражнения 9 гл. I, $2, и конструкциям из 
предыдущего упражнения). 

°5) а) Пусть функция # линейчата на ограниченном открытом 

интервале ja, 6]; предположим, что существует такая убывающая 
Ha Ja, В числовая функция g, что 


|| £ (2) || < g (x) 
b ν 
и интеграл \ 8 (t) dt сходится. Показать, что если (&,)— любая 


а 
последовательность строго положительных чисел, сходящаяся 
к Ои такая, что inf ne, > 0, то 
n 


b 
\ f (1) dt. (1) 


= a 


В 

| = 

M 

PEN 
& 
+ 
S 
-- 
> 

me 

Q 
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| 
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6) Построить пример такой числовой строго положительной линей- 
1 ; 
чатой функции Ha ]0, 1], что интеграл \ f (t) dt сходится, в то время 
0 


1 
как соотношение (1) не имеет места для ty = выбрать f так, 


1 
чтобы ее значение при t= 55 было равно 22P ), 


в) При Tex же предположениях, что и ва), показать, что 


lim ay (Dr (a+ --0. 


6) Пусть функция f линейчата на ΠΗτθρΒ8π6.]4, -|-οο[; предпо- 


‚ложим, что существует такая убывающая Ha Ja, -+cof числовая 


функция 2, что || f(z) || < # (5) и интеграл \ g (1) dt сходится. По- 
a 
со 
казать, что ряд > f(a--nh) абсолютно сходится при любом h >0 
n=1 
и что 


(У ге") = q f (t) dt. 


7) Пусть функции Ги g линейчаты и строго положительны на 
открытом ER Ja, b[. Показать, что интегралы от функций 


ΠῚ 
щаются в BEE 

8) Пусть функция f линейчата и положительна на интервале 
[a, --οο[, и пусть возрастающая дифференцируемая функция g опре- 
делена на [a, --οο[ и обладает тем свойством, что g(x)—x >A 550 
для любого x >a. Показать, что если f(g(x)) δ’ (1) < ЕЁ] (x) при 
k < 1 (соответственно f(g (х)) 8’ (x) > kf(x) при k>1), то интеграл 
+00 | 
\ 1 (Е) dt сходится (соответственно равен -+cc) (обозначив через g” 


и inf ( f, =) на ja, В одновременно сходятся или обра- 


а 
вт (а) 
итерацию п-го порядка функции δ, рассмотреть интеграл f (1) dt 
a 
и устремить п к бесконечности). . 
9) Пусть число a >0, и пусть на интервале ]|D-+oo[ определена 
такая возрастающая и положительная функция f, что интеграл 
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— oo 
1% f(t) dt сходится. Показать, что для любого x > 0 


0 
+00 


oo 
f(t)dt< Carns) 197 (t) dt 


(доказать это неравенство сначала для функции f, постоянной Ha 
интервале ]0, a] и равной нулю для x >a, затем для суммы таких 
функций и, наконец, перейти к общему случаю). 


$ 3. Производные и интегралы функций, зависящих от параметра 


1. Интеграл от предела функиии на компактном 
интервале 


Теорема 1 из $ 1 в частном случае примитивных для линей- 
чатых функций на компактном интервале следующим образом 
формулируется в терминах интегралов: 


ПрЕдложЕНИЕ 1. Пусть А — множество, фильпрующееся no 
фильтру 8, (ἴα)αεα-- семейство функций, линейчатых на ком- 
пактном интервале Г=[а, bj; если функции fy, равномерно cxo- 
дятся на I к линейчатой функции Ё по фильтру 5, то 

b b 
lim \ Е, (t) dt = \ f(t) dt. (1) 


Для приложений важны два следствия отсюда: 


Следствие 1. Шусть (Ё,)— последовательность функций, 
линейчатых на компактном ‘интервале Г=[а, 6]. Если последо- 
вательность (f,) равномерно сходится на I к (линейчатой) 


функции f, то 
b 


lim \ f,, (t) dt = \ f(t) dt. (2) 


a 


В частности, если ряд с общим членом U,, являющимся линей- 
чатой на J функцией, равномерно сходится на J к функции f, то 


b b 
ряд с общим членом \ u, (1) dt сходится и имеет сумму \ Е (t) dt 
a a 


(«почленное интегрирование равномерно сходящегося ряда»). 
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СледствиЕ 2. Пусть А— часть топологического простран- 
ства Е, {[— такое отображение множества ГХА в полное нор- 
мированное пространство E над телом В, что для любого «Е À 
функция х-—>Ё(х, а) линейчата на Г. Если функции f(x, a) 
равномерно сходятся nal x (линейчатой) функции g(x), когда à 


стремится в точке Е A, оставаясь в A, mo 


b 


b 
lim \ f(x, a) dx — \ g (x) dx. (3) 


a>Ao, AEA x 


В частности, имеет место 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 («непрерывность интеграла по параметру»). 
Пусть Е — компактное пространство, Г=[а, 6] — компактный 
интервал прямой В, f— непрерывное отображение множества 


ТХЕ в полное нормированное пространство Е над телом В; 
b 


тогда функция В (a) = \ f(x, а) dx непрерывна на Е. 
а 
В самом деле, так как отображение f равномерно непрерывно 
на компактном множестве J X F, то функции f(x, a) равномерно 
сходятся на Ι π f(x, αρ), когда а стремится к произвольно выб- 
ранной точке ЕР. 


Укажем одно приложение этого результата: функция (x, a) — 


— 2% непрерывна на множестве J X J, где J=[a, 6] — компактный 

интервал, О< а< b, а /Г— произвольный компактный интервал 
b 

прямой В; отсюда заключаем, что (sax есть непрерывная 
а 

функция от α на В; но для рациональных а == —1 эта функция 

pari 2 gat! pati gett 


aBHa а функция A — непрерывна на лю- 

р ета УЕ ot pep 

60M интервале прямой В, He содержащем —1; следовательно (про- 
; pari EL od 


должение тождеств) \ x" dx = для любых действитель- 


а 
ных а -=&— 1; это означает также, что для любых действительных 1 


производная функции 2 равна art! (cp Tu “TET, §-1). 
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2. Интеграл от предела функций на некомпаетном 
unmepsane 


Теорема 1 из $ 1 применима к функциям более общим, чем ли- 
нейчатые функции, ибо в ней требуется только, чтобы эти функ- 
ции имели примитивные. Следовательно, мы можем, в част- 
ности, заключить, что предложение 1 применимо также и в том 
случае, когда функции f, предполагаются лишь кусочно линей- 
чатыми и интегрируемыми на интервале CR; однако этот 
результат предполагает, что выполняются два других условия 
предложения 1, а именно: 1° / — ограниченный интервал, и 2° 
функции f, равномерно сходятся на Г к f. Формула (1) может 
оказаться неверной, если одно из этих условий перестанет, выпол- 
няться: тогда может случиться, что либо левая, либо правая 
часть этого равенства не существует или существуют обе, но 
имеют различные значения. 


Так, например, пусть fn есть линейчатая функция на ]0, 1], 
определенная следующим образом: fn (1) =п для0 < х<1/пи р, (1)=0 
для 1/п < х< 1. Тогда последовательность (fn) сходится к 0 равно- 
мерно на любом компактном интервале, содержащемся в 10, 1], но 

1 
не равномерно Ha ]0, 1], и \ tn (t)dt=1 для любого п. Можно 


0 
1 


указать пример, когда \ fn (t) dt не стремится ни к какому пре- 
0 | 
делу, заменив предыдущую последовательность (fn) последователь- 
ностью ((—1)"f;), которая снова равномерно сходится к 0 на любом 
компактном интервале, содержащемся в ]0, 1]. 
С другой стороны, пусть функция fn, линейчатая на неограни- 


1 
ченном интервале /=[0, --οο[, такова, что fy (2) = — для << 


<(n+1)? и f„(2)=0 для всех остальных значений x из Г[(п> 1); 
последовательность (f,) равномерно сходится к 0 на J, но интеграл 


т” on+4 
\ into ar= 


0 


при неограниченном возрастании п стремится к 2. 


Иными словами, когда интервал J не ограничен, то! обозначая 
через % векторное пространство, образованное линейчатыми и ин- 
тегрируемыми на Г функциями f со значениями в’ Е, можно 
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утверждать, что отображение f > \ f (t) dt не будет непрерывным, 
I 
если наделить 4 топологией равномерной сходимости Ha / (cp. $ 1, 
следствие 2 теоремы 1). 
Найдем достаточные условия для того, чтобы обеспечить 
справедливость предложения 1 при следующих допущениях: 
1° 7 — произвольный интервал прямой В, функция f, линей- 
чата Ha / и интегрируема на нем; 
2° семейство (fg) равномерно сходится по фильтру § к функ- 
ции f на любом компактном интервале, содержащемся в J. 
Тогда, обозначив через Я (Г) упорядоченное фильтрующее- 
ся множество компактных интервалов, содержащихся в / 
(8 2, n° 1), мы можем левую часть формулы (1) записать в виде 
lime ( lim \ fa (t) dt ) ‚ с другой стороны, принимая BO внимание 
JER) N 
предложение 1 и тот факт, что семейство (Ё,) равномерно схо- 
дится на любом компактном интервале J C_J, мы можем правую 
часть в формуле (1) записать в виде lim (limz \ 12 (8) dt ) ν 
| JER (I) 4 
Очевидно, стало быть, что предложение 1 останется справедливым, 
если можно изменить порядок пределов в отображении (J, а) — 


—> \ 1, (t) dt по фильтру 5 и по фильтру сечений Ф упорядо- 
J 
ченного фильтрующегося множества ® (Г). Ho мы знаем доста- 


точное условие для того, чтобы эта перестановка была законной, 


а именно существование предела отображения (J, a)—>| f.. (t) dt 
J 
по фильтру произведения Фх $ (Общая топология, гл. I, § 8, 
предложение 8). Мы преобразуем это условие в условие, ему 
эквивалентное, но более удобное. 
Прежде всего, так как Е — полное пространство, то для того, 


чтобы отображение (J, a) — \ f.. (1) dt имело предел по фильтру 
; | 
Фх $, необходимо и достаточно, чтобы для любого € >> 0 суще- 
ствовали такой компактный интервал Jo С. / и такое множество 
Мс $, что для любых элементов a, В из М и для любого ком- 
пактного интервала J Jo, содержащегося в Г, выполняется 
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неравенство 


e 


( £..() dt — (04 | <e. (4) 
J 


С другой стороны, мы покажем, что само это условие экви- 
валентно следующему: для любого € > 0 существуют такой KOM- 
пактный интервал Л. С-/ и такое множество МЕХ, что для 
любого aE М и для любого компактного интервала JDJo 
содержащегося в J, выполняется неравенство 


| \ fa (0) dt — fas (0) di |<e. (5) 
Jo J 

В самом деле, необходимость последнего условия очевидна; 
обратно, если оно выполнено, то существует (на основании рав- 
номерной сходимости последовательности (f,) на любом компакт- 
ном интервале) такое множество N ES, что для любых a, В из № 


| \ Га (4) dt — \ fs (Е) dt |<», | (6) 


Jo Jo 


\ f(t) dt — fa (t) dt 


0 
MPN ET и любого компактного интервала J Jo. 


Наконец, лемма, при помощи которой было доказано пред- 
ложение 1 из $ 2, позволяет нам сформулировать только что 
найденное условие в следующей эквивалентной форме: для илю- 
бого в > 0 существуют такой компактный интервал Jo J u та- 
кое множество MET (зависящее om ), что для любого компакт- 
ного интервала K CI, не имеющего ни одной общей внутрен- 
ней точки с Jo, и для любого «Е М выполняется неравенство 


| \ f,, (Е) dt |<e. 
K 


и значит, 


|< 2e для любых а и В из 


Обычно используется более узкое условие, которое получится, 
если в предыдущей формулировке предположить, что множе- 
ство М не зависит от в: | 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Говорят, что интеграл hte) dt равномер- 
I 
но сходится для GEA (или равномерно сходится в A), если 


для любого в>0 существует такой компактный интервал 
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Л. СГ, что для любого компактного интервала К С- Г, не име- 
ющего общих внутренних точек с Jo, и любого аЕА, 


| \ fa (t) dt\<e. (7) 


K 
Это определение равносильно тому утверждению, что семей- 


ство отображений a \ № (1) dt равномерно сходится в A 
x, 


(x отображению a \ № () dt ) по фильтру сечений D мно- 


жества NR (7); каждый из интегралов |. (1) dt тем более схо- 
I 

дится (обратное неверно). Кроме того, в силу вышеизложенного 

(или в силу предложения 1, Общая топология, гл. Х, $2) 

имеет место | 


Предложение 3. Лусть (fg) — семейство функций, линейчатиых 
на интервале I и удовлетворяющих условиям: 1° семейство (fs) 
равномерно сходится по фильтру 5 к функции f (линейчатой 
на J) на любом компактном интервале, содержащемся в Г; 


2° интеграл de (t)dt равномерно сходится для любого «Е А. 


I 


При этих условиях интеграл \ f (ti) dt сходится u 
т 


limg \ f(t) dt = \ f (4) dt. (8) 
I 


I 


Условия предложения 3 выполняются, например, когда J — 
ограниченный интервал; в этом случае fy равномерно ограничены на 
I и равномерно сходятся к f на любом компактном интервале, 
содержащемся в J; в самом деле, если || Ê, (x) || < # для любого x € 7 
и для любого а и если интервал Jo таков, что разность между длиной 


интервала / и интервала Ло будет меньше или равна то условие 


€ 
h ’ 
(7) будет выполняться для любого интервала K CJ, не имеющего. 
общих внутренних точек с Jo. 


Как и из предложения 1, из предложения 3 вытекают два. 
следствия, важные для приложений: 
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Следствие 1. Пусть (f„) — последовательность линейчатых 
на произвольном интервале [ функций, равномерно сходящаяся 
к функции f на любом компактном интервале, содержащемся 


в I; если интеграл \ fh (t) dt равномерно сходится, mo Еда 


I I 
сходится и 
lim \ f, (t) dt = \ f(t) dt. (9) 
Ук 00 T T 


Замечание. Предположения, сделанные в этом следствии, 
достаточны, но не необходимы для справедливости формулы (9); 
в дальнейшем мы обобщим эту формулу одновременно с понятием 
интеграла (см. книгу VI, гл. IV) и получим менее жесткие условия. 


Следствив 2. Пусть А—чаеть топологического простран- 
ства Е и !— такое отображение множества I X À в полное 
нормированное пространство Е над телом В, при котором для 
любого «Е А функция х->Ё(х, а) линейчата на Г. Если, с 00- 
ной стороны, функции Î (x, а) равномерно сходятся на любом 
компактном интервале, содержащемся в I, в функции f(z), 


когда a стремится к %ЕА, оставаясь в А, а с другой сто- 


роны, интеграл \ f(x, а) dx равномерно сходится в A, то инте- 
7 ; 


грал \ f(x) dx сходится u 
т 


lim \ f(x, a) dr — \ f (x) ах. (10) 


В частности, имеет место 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4 («непрерывность несобственного интеграла по 
параметру»). Лусть Е — компактное пространство, I —npous- 
вольный интервал прямой В, { — непрерывное отображение мно- 
жества [ΙΡ в полное нормированное пространство Е над 


телом В; если интеграл В (a) = \ f(x, а) 4х равномерно схо- 


I 
дится в F, mo on является непрерывной функцией om a на F. 


Это предложение можно, приняв BO внимание предложение 2, 


вывести также из непрерывности равномерного предела непрерыв- 
ных функций (Общая топология, гл. Х, $ 2). 
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3. Нормально сходящиеся интегралы 


Пусть (fu)aea — семейство функций, линейчатых на произволь- 
ном интервале / С-В и принимающих значения в полном HOPMH- 
рованном пространстве Ё над телом В. Предположим, что суще- 
ствует такая линейчатая на J конечная числовая функция g, 
что для любого ΖΕΙ и любого GEA выполняется неравенство 


|| № (x) || <g(x) и что интеграл \ g (1) dt сходится. При этих усло- 
| : 


виях интеграл \ о (1) dt абсолютно и равномерно сходится в А; 
I 

_в самом деле, для любого компактного интервала А, содержа- 

щегося в /, имеем 


04| < \ gwar, 
К K 


и из сходимости интеграла \ g (0 dt вытекает тот факт, что 
I 

для любого e>O существует такой компактный интервал 

УС ТГ, что для любого компактного интервала KCI, не 


пересекающегося с J, \ g (0) dt<e. Если существует число- 
К 
вая функция 2, обладающая вышеуказанными свойствами, TO 


говорят, что интеграл | (t) di нормально сходится в А (cp. 
I 
Общая топология, гл. X, $ 1, n° 6). 


Интеграл может равномерно сходиться в A, не будучи нор- 
‘мально сходящимся. *Это обстоятельство имеет место для последо- 
вательности (fn) числовых функций, определенных при помощи сле- 


x 1 
дующих условий: fn (x) — — для п < я<п-1, fn (1) =0 для осталь- 


ных значений 2 на интервале /=[1, + cof. Легко видеть, что инте- 
oo 


грал \ /n(t) dt равномерно сходится, но он не является нормально 


e 


1 
сходящимся, так как соотношение £g(x) > fn (x), справедливое для 


& 1 
любого æ € I и любого п, влечет за собой неравенство 8 (2) 2» -- $ 


и следовательно, интеграл от g на интервале I PaAcXONUTCA.« 
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Рассмотрим, в частности, ‘ряд, общий член Un которого 
является функцией, линейчатой на интервале J, и предположим, 
что ряд с общим членом ||u, (2) || (который является функцией, 
линейчатой на J) равномерно сходится Ha любом компактном 
интервале, содержащемся в J, и обладает тем свойством, что ряд 


с общим членом \ |, (2) || dt сходится; тогда ($ 2, предложение 2) 


функция (линейчатая) g(x), являющаяся суммой ряда с общим 


членом ||u, (2) ||, такова, что интеграл \ g(t)dt сходится. Если 


I 
n 


положить =», U,, TO интеграл \ f, (t) dt будет нормально cxo- 
p=1 I 


дящимся, так как || fn (x) || < > || “р (=) | <g(zx) для любого хЕ1 


и любого N; следовательно, N { ряда с общим членом u, (2) 


есть такая линейчатая на / функция, что интеграл = dt 


I 
сходится и 


oO. 


\ f(t)di= > \ Un (1) dt (11) 


I n:=1'7 


(«почленное интегрирование ряда на некомпактном интервале»). 


4. Производная по параметру интеграла 
на компактном интервале 


Пусть А— компактная окрестность точки 0, принадлежащей 
телу В (соответственно телу С), /=[а, 6] — компактный интер- 
вал из В, Îf— непрерывное отображение множества Г X А в пол- 
ное нормированное пространство Ё над телом В (соответственно С). 


Выше было показано (предложение 2), что при этих условиях 
b | | 


g (a) = \ f(t, a)dt является непрерывной функцией на A. Най- 
а 
дем теперь достаточные условия для того, чтобы © имела 


8 H. Бурбаки 
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производную в точке αρ. Для а =2 αρ имеем 


b 
БЕ а, 


Œ — Op а — Ap ? 


a 


и следовательно (следствие 2 предложения 1), если функции 
f (x, a) —f (x, αρ) 
α--αρ 
тельно непрерывной) В (5), когда a стремится к Go (оставаясь 


равномерно сходятся на J к функции (обяза- 


b 
=o), TO g имеет производную в точке Ωρ, равную \в(2 dt; 
a 


f (x, a) —Î (x, αρ) 


стремится 
a — (00 


при этом для каждого 2Ε | отношение 


к В (1), и значит, h(x) является производной в точке αρ функ- 
ции а—>Ё (т, a); эту производную (называемую частной произ- 
водной функции f по а (см. книгу У)) мы будем обозначать 
через fu (5, αρ); следовательно, при сделанных выше предполо- 


жениях имеет место формула 
b 


д’ (do) = | fa (t, a) at. RE, 


a 


Следующее предложение дает нам более простое достаточное 
условие справедливости формулы (12): 


ПрЕдложЕНИЕ 5. Предположим, что частная производная 
f(x, а) существует для любого CEI и любого a, принадлежа- 
weeo открытой окрестности V точки αρ, и что для любого 
a€V отображение x --»[α(α, a) линейчато на Г. Если при этих 


условиях функции ἴα (x, a) равномерно сходятся на Г в fg ($, Go), 
| b 


когда a стремится к αρ, то функция g (а) = \ f(t, a)dt имеет 
a 


в точке ау производную, задаваемую формулой (12). 


В самом деле, для любого #>0 найдется, по условию, такое 
r> 0, что неравенство | а — | <г влечет неравенство || fa (x, a) — 
—fq (x, 0%) || <= для любого хЕГ. В силу предложений 3 u 9 
из главы I, $2, для |а— |< г (ἀπε αρ) и любого хЕГ имеем 
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соотношение 
| f(z, а) —{ (х, а } 
| SABES) SEA NS: σοὶ. # (№, Qo) | < &, 
a— Ag 
f(x, a)—f (x, αρ) 
9 — 00 
сходятся к fu (X, αρ) на Г, когда а стремится к αρ (оставаясь = αρ), 


и значит, формула (12) доказана. 


которое показывает, что функции равномерно 


Следствие. Если частная производная (хх, а) существует 
на [ХУ и является на этом множестве непрерывной функцией 
от (x, а), то функция g имеет в точке αρ производную, зада- 
ваемую формулой (12). 


В самом деле, если И’ — компактная окрестность точки Ωρ, 
содержащаяся в V, то отображение (x, а) —> [‹ (1, а) равномерно 
непрерывно на компактном множестве Г ЖИ’, и следовательно, 
функции fa (2, а) равномерно сходятся на J к fg(z, αρ), когда а 
стремится к Go. 

Из предложения 5 вытекает более общее предложение, по- 
зволяющее вычислять интеграл, когда не только подынтеграль- 
ная функция f, но и пределы интегрирования зависят от пара- 
метра α. | 

ПРЕдложЕНИЕ 6. Пусть выполнены условия предложения Ὁ, 
и пусть а (а) и 6 (а) — две функции, определенные на V. и npu- 
нимающие значения в I; если производные а’ (αρ) и В’ (αρ) суще- 


b (a) | 
ствуют u конечны, то функция g (a) = \ f (1, a) dt имеет в точ- 
а (a) а 

ке Go производную, задаваемую формулой 


ὃ (40) _ A 
σ΄ (αρ) = [- (Е, Co) dt al. b’ (Qo) f (b (Qo), Qo) — Of" (αρ) f (a (αρ), αρ). 
| (13) 
В самом деле, для любого a€V, отличного от Go, можно 
написать, что 


а (Go) 


ὃ (ao) ba) 
g (a)—g (00) _ \ E(t, α)--ξ(!, αρ) dies \ Е (t,a)dt — 
a — Ao 2:4 x a— Ag a — Ao | 
а (00) | Sr = NG) а (a) : | 
| 1 
Έτη \ f (2, a) dt: 
a (ao) es 


8* 
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В силу предложения 9 первый интеграл в правой части 
ζ(αρ) 
стремится к fi, (&, Go) dt, когда a стремится к Go. Во втором 
α(αρ) | 
интеграле мы заменим Ё (1, a) ma ἕ (b (αρ), αρ) и покажем, что раз- 
ность между прежним и полученным интегралом стремится к 0. 
Положим М =Мах (| f (6 (ao), αο)!!, | δ’ (ao) |--1); поскольку функ- 
ЦИЯ b (a) непрерывна в точке Oo, а функция f непрерывна в. точке 
(6 (αρ), Go), то для любого 6, удовлетворяющего условиям 0 Le LA, 
найдется такое 7-0, что соотношение ||@ — a, || <г влечет нера- 
венство ||Ё (1, a) —f (b (αρ), αρ) || <= для любого {, принадлежащего 
интервалу с концами 6 (0%) и 6 (а); на том же основании можно 


утверждать, что соотношение |a— |< г влечет неравенство 


| ὁ (a) —6 (ao) 
a— 00 


о среднем ($ 1, формула (16)) имеем 


— b’ (ao) <e. Следовательно, на основании теоремы 


b(a) | 
ae ος b (a) —b (ao) pp | b (a) —b (αρ) 
|. | τώ 0 dr OO (Φα), ao) | <| POE Le, 
b(ao) > 
и значит, 
Be Ка) ae | 
[= J Τῶν 94-5 (ap) £ (0 (a), αὐ | <2Me, 
(ао) | 
ig)“ 
1 
откуда заключаем, что о. f(t, a)dt стремится к 
| | | da) | 


b’ (о) (о (Go); ск). Точно таким же способом доказывается, что 
aa 


= \ f(t, a) dt стремится к a’ (αρ) f (а (αρ), αρ). 
‚а (Go) | 
В книге, посвященной дифференциалам, мы покажем, что предлс- 
жение 6 может быть получено из предложения 5 более простым путем 
ΠΡῊ помощи общей теоремы о дифференцировании сложной функции. 


5. Производная по параметру интеграла 
HA некомпактном интервале 


Обозначив снова через У множество, указанное в предложе- 
нии 5, предположим теперь, что / — произвольный интервал из В, 
а Г — непрерывное отображение множества J ХУ в E; если инте- 
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грал g (a) = f(t, a) dt существует для любого a€V u является 
: 
непрерывной функцией от α, то функция © может u не иметь 


в точке αρ производной, равной \ fa (Е, Go) dt, даже если функ- 
I 
ции fo (2, а) равномерно сходятся к f(r, Go) Ha любом ком- 


пактном интервале, содержащемся в J, и интеграл (re (1, a) dt 


существует для любого ae V (cp. упражнение 3). 
Следующее предложение дает достаточное условие для того, 
чтобы формула ua была справедлива и в этом Eye: 


ПРЕдложЕНИЕ 7. Пусть [— произвольный интервал из В, 
a f— функция, непрерывная na I κ V. Предположим, что: 

1° частная производная fa (x, a) существует для любого zei 
и любого aEV, а отображение т —>Ё (т, a) линейчато μα 1 
при любом а ЕЙ; 

2° для любого аЕУ функции fy (т, В) равномерно ρον 
к Γαία, a) на любом компактном ne Poe содержащемся el, 
когда В стремится к а; 


3° интеграл \ Га (1, а) dt равномерно сходится в V; 
I 
4° интеграл \ f (Е, αρ) dt сходится. 
Po 
При этих условиях интеграл g (a) = \ f(t, a) dt равномерно 
сходится в V u функция g имеет в каждой точке множества У 
производную, выражаемую формулой 


=" (a) = \ Е (6, a) dt. (14) 


I 


Равномерная сходимость в V интеграла \ Го (t, а) dt означает, 
п : 1 
что ᾧγηκπππα--» \ f’ (1, a) dt равномерно сходится в У по фильтру 
J ` 
сечений Ф упорядоченного фильтрующегося множества À (Г) 
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компактных интервалов J, содержащихся в J. Положим u, (a) = 


= \ Е (Е, а) di; с одной стороны, при сделанных предположе- 
ниях 9; (0) имеет предел по фильтру D, а с другой стороны, 


из предложения 5 следует, что uy (a) = \ Го (Е, a) dt для любого 
J 

a€V. Следовательно, мы можем применить теорему 1 из $ 1 

к функциям uy, где роль множества индексов играет MHO- 

жество À (Г), фильтрующееся по фильтру D; отсюда сразу выте- 

кает наше предложение. 


Замечания. 1) Условия 1°, и 2° предложения 7 тем более 
выполняются, если Ё, (X, a) является непрерывной функцией от (x, α) 
на IxV. 

2) В том случае, когда пределы интегрирования в интеграле 
(а) 

f(t, а) dt являются конечными функциями параметра, исследова- 
a(a) 
ние такого интеграла как функции от а может быть сведено к изу- 
чению интеграла на [0, 1]; в самом деле, в результате замены пере- 
менной {—a(a)(1—u)+b(a)u получаем 


b(a) 1 
f (¢, a) dt — \ f (a (x) (4—u)-+ b (a) и, a) ($ (а) — а (α)) du. 
0 


α(α) 


6. Перемена порядка интегрирования 


Пусть J = [а, 6] и А = [с, d|— два компактных интервала из В; 
пусть, далее, f— непрерывная на [ХА функция CO значениями 


в полном нормированном пространстве E над телом В; согласно 
b 


предложению 2 интеграл \ f (x, а) dx является непрерывной функ- 
а 
4% 


цией от & на интервале A; интеграл \ (\ 7 (х, a) dx) da от этой 


ς 


d b 
функции для простоты обозначается также через \ da \ f(x, a)d«. 
: + а 
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ПРЕдложЕНИЕ 8. Если функция Ё непрерывна на I X À, то 


в bose d : 
\ da \ f (x, a) dx = \ dz | f(x, a) da (15) 


(«формула перемены порядка интегрирования»). 


Мы покажем, что для любого y€ A имеет место формула 


ΠΟΤΕΡ (Fe, a) da. (16) 


Так как обе части этого равенства являются функциями от у, 
равными друг другу при у=с, то достаточно показать, что они 
дифференцируемы на |c, d| и что их производные равны в каждой 

b | 
точке этого интервала. Если положить © (а) = \f (x, a) dz, 


a 
y 


h (x, y) — \ f(x, а) da, то соотношение (16) примет вид 


ς 
b 


у 
\ с (а) da = \ h (x, y) dx. 
ς a 
Но производная левой части по у равна © (у), в то время как 


производная правой части, в силу следствия из предложения 5, 
b 


paBHa \ h, (x, у) ах, поскольку h,(x, y)=f(x, y) непрерывна на 
a 

I x A; следовательно, оба полученных выражения тождественны. 

Предположим теперь, что А =[с, 4] — компактный интервал 

из В, а / — произвольный интервал из В; пусть, далее, f — непре- 

рывная на J X А функция со значениями в FE, обладающая тем 


свойством, что интеграл g(a) = \ f(t, о) dt сходится при любом 
I 
a€A; даже если g(a) непрерывна на A, перемена порядка инте- 
а 


грирования в интеграле \ da \ Е (¢, a) dt не всегда возможна, так 


с I 
d 


как интеграл \ di \ f(t, a) da может не существовать или быть 
1 с Е 
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Le | 
отличным от интеграла \ da \ f(t, a)dt (cp. упражнение 7). Tem 
ee τ 


не менее справедливо следующее утверждение: 


ПрЕдложеЕнНИЕ 9. Если функция f непрерывна na I x А и инте- 


грал \ 1 (6, а) dt равномерно сходится на A, то интеграл 


3 | 
\ac\ f(t, a) da сходится u 


I с 
sh d 
| du | É (a) din dt f(t, а) da. (17) 


Для любого компактного интервала J, содержащегося в J, 


положим Uy (a) = \ Ё (1, a)dt. Из условия предложения следует, 

% | ; 

что непрерывная функция Uy равномерно сходится Ha A по фильтру 

сечений Ф упорядоченного фильтрующегося множества À (1) 
δε, 

K \ Ё (1, a) dt; значит (предложение 1), \ da \ f (¢, a) dt сходится 
I ς 7 


| d 
по Ф к пределу \ da \ Е (Е, a) dt; но в силу предложения 8 
с I 


nMeeM . 
d d 


\ da \ f(t, a) dt — \ dt \ f (#, а) da. (18) 
ς 7 à J ς 
Следовательно, на основании предыдущего результата заклю- 
ны 
чаем, что интеграл \ dt \ f (+, a) da сходится, и, переходя в COOT- 
= [6 
ношении (18) к пределу по ®, получаем (17). 


Упражнения. °1) Пусть [Г — произвольный интервал из’ R 

‚И А— произвольное множество; пусть g(t, а)— конечная числовая 

функция, определенная на ZX À и такая, что для любого AEA 

функция t—-g(t, a) положительна и убывает на J; предположим, 

кроме того, что существует такое не зависящее от а число М, что 
g(t, а) < М на IX A. 
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a) Показать, что если линейчатая Ha J функция # удовлетворяет 


тому условию, что \ f(t) dt сходится, то интеграл Γι (#) & (1, а) dt 
I I 
равномерно сходится для AEA (воспользоваться второй теоремой 
о среднем; ср. $ 1, упражнение 16). 
6) Предположим, что [=[а, +oo[ и g(t, а) равномерно стремится 
к 0 (для a€ A), когда ¢ стремится к +. 
Показать, что если функция # линейчата на J и если существует 


f (¢) dt 


такое число k>O0, что \<k для любого компактного 


интервала, содержащегося в Г, то интеграл \ f(t)g (t, a) dt равно- 
1 
мерно сходится для GEA (TOT же метод). 

в) Предположим, что а>0, А=[0, +oo[ и что g(t, а) =ф (ai), 
где ф(5)—выпуклая убывающая и положительная на А функция, 
стремящаяся к 0, когда 2 стремится к со, и такая, что ф (0) =1. 
Предположим, кроме того, что f—h”, где В—дважды дифференци- 
руемая на [а, +co[ функция, ограниченная вместе с В’ на этом 

O9 
интервале. Тогда интеграл \ f(t) p (at) dt сходится для a >0; 
a 
показать, что при a, стремящемся к 0, этот интеграл стремится 
к —h’(a) (проинтегрировать по частям и воспользоваться второй 
теоремой о среднем). 
* г) Возьмем œ(x)—e*, a=1, а в качестве f возьмем чис- 


1 i | 
ловую функцию — COS (logé), которая представляет собой произ- 


водную ограниченной на Г функции; показать, что интеграл 
OO 


\ „at COs log t 


Ξ dt, сходящийся при любом а >0, не стремится 


1 
ни к какому пределу, когда а стремится к 0... 
2) Пусть две числовые линейчатые на компактном интервале 
[α, 6] функции f и g таковы, что | убывает на [а, 6] и О< g(t) < 1. 
; | 


Показать, что если A= \ g (Г) dt, то выполняются неравенства 


а 


b a+ı 
f (t) a<\16eta< | feat, 


a 


b—A 


кроме тех случаев, когда f постоянна или когда g равна 0 
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(соответственно 1) во всех точках, в которых она непрерывна (то есть 
кроме тех случаев, когда все три части неравенства равны между 


собой). (в интеграле \ f(t)g(t) dt заставить меняться один из пре- 


x 


делов интегрирования. \ 


4 . 
3) Пусть f (x, a) =— ee) ДЛЯ —1<5<1 И a£R; 
V 1— 2ax + а? 
+1 
dx 
показать, что функция g (а)= \ ------------ 
: V 1—2ax Га? 
но не имеет производной в точках а=1{1 и а= —1; показать, что 
То (=, а) существует для любого аЕВ и для х6Е1=]—1, | {| и что 
| 44 
она непрерывна на /[Х В, a также что интеграл \ Га (2, α) dx сущест- 
—1 

вует для любого GER, но не является равномерно сходящимся 

в окрестности точки а=1 или точки а = — 1. 
°4) Пусть [—интервал из В, А— окрестность точки αρ тела В 
{соответственно тела ©), f— непрерывное отображение множества 
IX À в полное нормированное пространство E над телом В, обла-' 
дающее тем свойством, что f(x, а) существует и непрерывна 
на I x А. Пусть а (а), 6 (а) —такие две непрерывные на А функции 
со значениями в J, что имеет место тождество # (a (а), а) = 


непрерывна на В, 


b(a) 
=f(b(a), а)=0 на А. Показать, что функция © (a) = \ f (Е, а) dt 
| α(α) 
ζ(αρ) 
имеет в точке 00 производную, равную Га (1, 0) 4, даже если 
a(ao) 


а и b не дифференцируемы в точке αρ (обозначив через М верхнюю 
грань функции ||#, (x, а) || на некоторой компактной окрестности 


точки (b (αρ), Go), заметить, применив к D(a) теорему Больцано, что 
для любого x, принадлежащего интервалу с концами b (αρ) и 6 (а), 
при а, достаточно близком к Qo, выполняется неравенство || f (x, a) || < 
<M|a— a |). 

5) Пусть вектор-функция f непрерывна на компактном интервале 
J=[0, а]. Показать, что если для αρ] найдется такое = > 0, что 


{1—1 (а 
отношение erg) остается ограниченным, когда x стремится 
are 
| 2 — @0 | 
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f (x) 


K αρ, TO функция g (a) = \ 2 имеет в точке ао производ- 
а—х — 
0 


В 


ную, равную 


00 
-- f (x)—f (αρ) 
oa Е (ао) \ 20) dx 


0 (a2)? 


для Ag >0и равную 0 для ap =0. 


Показать, что если Ё{— числовая функция, равная γ΄ αρ--α, ΤΟ 
функция δ имеет в точке αρ бесконечную производную. 
°6) Пусть J=[a, δ] и А=[с, d]J— два компактных в R интервала; 
пусть функция #, определенная на JX Au принимающая значения 
в полном нормированном пространстве над телом В, такова, что для 
любого a € А отображение #-—> #(&, а) линейчато на I, что f orpa- 
ничена на [ХА и что множество D точек разрыва функции f на 
IX A имеет конечное число общих точек с любой прямой х=19 
и любой прямой a — Gp (xo ET, WEA). 
b 
a) Показать, что функция © (4) — \ f (Е а) dt непрерывна на A 
a 
(если заданы Gp € A и E>0, то показать, что существуют такая 
окрестность У точки Gp и конечное число таких интервалов Jr, 
содержащихся в J и имеющих в сумме длину, не превышающую в, 
что если через J обозначить дополнение относительно Г MHO- 
жества u kh, TO f непрерывна на J XV). 


6) Показать, что формула перемены порядка интегрирования 
(формула (15)) снова верна (тот же метод, что и ва)). 

7) Пусть числовая функция f имеет непрерывную производную 
на интервале |0, + col и удовлетворяет условию 


= [@®)= Нар) =0 


O9 
Если интеграл \ f’ (at) dt определен и непрерывен на любом огра- 
0 


00 a 
ниченном интервале |0, al, показать, что интеграл di \ f’ (at) da 
0 
со 


может не существовать или быть отличным OT \ da \ | (αἱ) dt. 


> —5 


°8) Пусть Ги /— любые два интервала из В, a en f, опре- 
деленная на J<J, принимает свои значения в полном нормирован- 
ном пространстве E над телом В. Предположим, что: 


124 


ПРИМИТИВНЫЕ И ИНТЕГРАЛЫ . гл. 11, $3 


1° интеграл \ f(x, у) ах равномерно сходится, когда у пробегает 


1 
какой угодно компактный интервал, содержащийся в J; 


2° интеграл \ f(x, у) dy равномерно сходится, когда x пробегает 


e 


I 
какой угодно компактный интервал, содержащийся в I; 


3° если для любого компактного интервала H, содержащегося BJ, 


положить ан (y) = \ f(z, у) dx, то интеграл \ ин (y) dy равномерно 


сходится для НЕЯ® (Г) (упорядоченное фильтрующееся множество 


компактных интервалов, содержащихся в I). 


Показать, что при этих условиях интегралы \ dx ее, y) dy 


| I J 
и \ dy \ f (x, y) ах существуют и равны между собой. 


J I 
*9) Вывести из упражнения 8, что интегралы 


O9 co со со 
\ ах \ eV sin y dy и \ dy \ e~¥*" sin y dx 
0-0 ит 0 


существуют и равны между собой. 


ГЛАВА 1 
ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ 


$ 1. Производные показательных и круговых функций 


1. Производные показательных фуниций; число е 


Известно, что всякое непрерывное представление аддитивной 
группы В в мультипликативную группу R* действительных 
чисел, отличных OT 0, является функцией вида 2 —> a” (назы- 
ваемой показательной функцией), где а— положительное число 
(Общая топология, гл. У, $ 4); если a1, то это есть изомор- 
физм группы В на мультипликативную группу В* строго поло- 
жительных чисел; обратный изоморфизм В+ на В обозначается 
через log, x и называется логарифмом с основанием а. 

Мы покажем, что функция f(z)=a* в каждой точке. хЕВ 
имеет производную вида c-a” (где, очевидно, с=[ (0)). Это 
вытекает из следующей общей теоремы: 


ТЕОРЕМА 1. Лусть Е —полная нормированная алгебра над 
телом В, имеющая единичный элемент e, и пусть f —nenpe- 
рывное представление аддитивной группы В в мулыьтиплика- 
тивную группу а обратимых элементов из Е. Отображение f 
дифференцируемо в любой точке хЕВ, и справедливо равенство 


f’ (x) =f (x) Ё (0). (1) 


Прежде всего заметим, что если Е— полная алгебра, то G 
открыто в Е (Общая топология, гл. IX, 8 ὃ, предложение 14). 
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Рассмотрим функцию я (2) = \ f(x+t)dt, где a>O есть число, 
0 


которое мы YTOYHHM В дальнейшем; так как по условию 
а ἃς α 


f(c+t)=f(a)f(t), το α(α)-- \ E (æ)£ (#) dt = (x) Е (#) dt (гл. 1, 
0 0 

$ 1, предложение 3). Пусть a>0 таково, что map |x—e|<a 

содержится в G; так kak f (0) =еиЁ по условию непрерывна, то 

можно предположить α столь малым, что || f (1) —е|| <a на [0, a]; 


+ ewar-e|<a 


следовательно (гл. IT, $ 1, формула (17)), | 


a 


и элемент > \ f(t)dt принадлежит G, то есть обратим; то 
0 


2 
а 


же самое можно сказать относительно b= \ f (Е) dt и написать 

(и (x) b+; значит, достаточно показать, Я g(x) дифферен- 

цируема; но, произведя замену переменной х-{=и, получим 
ха 

#7) = \ f (u) du; так как f непрерывна, то © дифференцируема 

в любой в хЕВ (ra. II, 8 1, предложение 3) и 


8 (rz) =f (x + а) —1(2) =1(2) (Е (а) —е). 


Отсюда Ё (1) =’ (x) 51 =#(5)е, где ο--(ξ(α)--6) 1, и оче- 
видно, что Ё (0) =е. 


Обратно, можно доказать как непосредственно (упражнение 1), 
так и при помощи теории линейных дифференциальных уравнений 
(гл. IV, $ 2), что всякое дифференцируемое отображение f тела В 
в полную нормированную алгебру Е, удовлетворяющее условиям 
f’ (x) =# (2) с и #(0) =е, является представлением аддитивной группы 
В в мультипликативную группу С. 


ΠΡΕΠΠΟΧἯΕΗΠΕ 1. Для любого строго полоэкительного числа 
а = 1 показательная функция a” имеет в каждой точке zER 
производную, равную (log.a)a”, где е— число, большее 1 (He 
зависящее OT а). | 
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Действительно, применение теоремы 1 к случаю, когда E 
есть само тело В, показывает, что a” имеет в каждой точке 
производную, равную ф (а) а”, где ф (а) есть действительное число, 
отличное от 0 и зависящее лишь от а. Пусть b— другое строго 
положительное число, отличное OT 1; функция 6”, на основании 
вышеизложенного, имеет производную, равную ф (5) δ’; с другой 
стороны, b* — a* 08а = и следовательно (гл. I, $ 1, предложение 
Ὁ), производная функции 6” равна 105.6 (а) 5"; сравнив оба 
полученных выражения, видим, что 


ф (ὦ) =ф (a) log, 6. (2) 


Отсюда следует, что существует, и притом только одно, 


такое число ὦ, что p(b)— 1; в самом деле, это равенство, в силу 
1 
(2), эквивалентно равенству ὦ — a° (©) Определенное таким обра- 
зом действительное число принято обозначать через е; согласно (2) 
имеем ф (а) —log, a, что и завершает доказательство предложе- 
ния 1. | 
Часто вместо е пишут ехрх. 


Определение числа е показывает, что 
В (e*) =e"," (3) 
откуда следует, что e* строго возрастает u, значит, € > 1. 


В $ 2 мы покажем, как можно приближенно вычислить число 
с любой точностью. | 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Логарифмы с основанием е называются непе- 
ровыми логарифмами (или натуральными логарифмами). 

Обычно при написании неперовых логарифмов основание 
опускается. Следовательно, если не будет оговорено противное, 
выражение 105 5х(х > 0) будет обозначать неперов логарифм т. 
При таком обозначении предложение 1 выражается посредством 


тождества 
D (a*) = (log a) a”, (4) 


справедливого при любом a>O (поскольку loga=0 для а=1). 
Это соотношение показывает, что A” имеет производные 


любого порядка и что 
р" (a*) = (log a)” a“. (5) 
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В частности, для любого строго положительного а 52 1 
D? (а^) > 0 для всех хЕВ, и значит, функция a” строго выпукла 
на В (гл. I, $4, следствие из предложения 7). Отсюда получаем 
следующее предложение: 


ПрЕДлОЖЕНИЕ 2 («неравенство для среднего геометрического»). 


Для любых чисел 2; >0 (1<i<n) и чисел р; >0, удовлетво= 
т ! 


ряющих условию >. pı=1, справедливо неравенство 
i=1 


211252 κα zn < PaZ1 + P222 + +++ + PnZn: (6) 


причем равенство имеет место лишь в том случае, когда все 
2; равны между собой. 


В самом деле, положим 2; —e"i; тогда неравенство (6) примет 
вид 


exp (Pia + Ρα20 +... + Pan) < ре + pret +... + Pne?, (7) 


и предложение вытекает из предложения 1 главы I, $ 4, приме- 
ненного к функции е”, строго выпуклой на В. 

Говорят, что левая часть (соответственно правая часть) нера- 
венства (6) есть взвешенное среднее геометрическое (соответст- 
венно взвешенное среднее арифметическое) п чисел 2; с весами 


р; A<i<n). При p= для 1<i<n это будут обычные 
среднее геометрическое и среднее арифметическое чисел 2;. Тогда 


неравенство (6) примет вид 
1 


Bee Bene) (8) 


2. Производная функции log, x 


Так как функция a” при а==1 строго монотонна на В, то 
применение формулы дифференцирования обратной функции 
(гл. I, $ 1, предложение 6) дает нам для любого х>0 равен- 
ство | 


D (log, x) = 


(9) 


xloga 
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и, в частности, 


р (log α) = — . (10) 


Если числовая функция и имеет в точке ху производную 
и (10) > 0, то функция logu имеет в точке хо производную, 


равную Ξ a . В частности, D (log|z|)= — при z>0 и 
D (log | x |) = — a = + при 2--0; короче говоря, D (log |z|) = 


4 
= — для любого x #0. Отсюда заключаем, что если Ha интер- 


вале / числовая функция и не равна тождественно нулю и имеет 
конечную производную, то функция log | и (x) | имеет на J производ- 


[4 


HYIO, PaBHYIO ; эта производная называется логарифмической 


производной функции и. Легко видеть, что логарифмическая произ- 


водная функции |и (@ равна и что логарифмическая произ- 


водная произведения равна сумме логарифмических производных 
сомножителей; применение этих правил часто позволяет гораздо 
быстрее вычислить производную функции. В частности, они 
снова приводят к формуле 

D = ar" (а— любое действительное, 20), (11) 


уже доказанной другим способом в главе II ($ 3, n° 1). 
Пример. Если функция и отлична от 0 на интервале Г, а чис- 
ловая функция v произвольна, то log(|u|*)=vlog|u|, и значит, 
если и и v дифференцируемы, то 


την Dial) =r" log |u| + À “4 


3. Производные круговых PYHKUUU; число п 


В общей топологии (Общая топология, гл. VIII, § 2) был 
определен гомоморфизм 2 —> e(z) аддитивной группы В на 
мультипликативную группу О комплексных чисел с абсолютным 
значением 1; это периодическая функция с главным периодом 1 


1 р à 
ие (Z)=i. Известно (там же), что всякий гомоморфизм 


x oe 
группы В на U имеет вид х=е (=) и что в общепринятых 


9 н. Бурбаки 
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обозначениях COSy 2 -- 92 (ο ey AA sin, д =. (e (+ =)) (m pu- 


гонометрические или ‘круговые функции с основанием а); 
эти функции представляют собой непрерывные отображения 
В на [ 1, +41], имеющие а главным периодом. — Имеем 


; EN a x 

SiNq( T +7 ) COS ἄν 608; T+ = — Sins %, и функция 
. a a 

Sing Z возрастает на интервале |->, + | м 


ПрРЕдложЕНИЕ 9. Функция e(x) имеет в каждой точке из 
В производную, равную 2πὶ6 (x), где лп—строго положитель- 
ная постоянная. 


Действительно, теорема 1, примененная к случаю, когда E 
есть тело С комплексных чисел, дает нам соотношение € (x) = 
=e’ (0)е (5); учитывая, кроме того, что e(x) имеет постоянную 
евклидову норму, мы заключаем, что e (2) ортогональна к e (5) 
(гл. I, $ 1, n°3, пример 3); следовательно, е’ (0) =, где a— 


4 ; 1 4 
действительное число. Так как Sin, 2 возрастает Ha + 3 =| ; 


то производная этой функции в точке х=0 положительна 
и, значит, а>0, а поскольку e(z) не равна постоянной, TO 
а > 0; определенное таким образом число а принято обозначать 
через 2m. 


В $ 2 мы покажем, как можно приближенно вычислить число 
π с любой точностью. 


Таким образом, имеем формулу 


(A) el). τ 


Легко видеть, что эта формула упрощается, если a=2n; 
именно поэтому в анализе используются исключительно круговые 
функции с основанием 2л; в обозначениях этих функций значок 
основания обычно опускают; значит, в дальнейшем, если не 
будет оговорено противное, выражения COSX, зшх и tex будут 
означать соответственно COSon 2, SiNon и 69515. Теперь формула 
(12) при а=2л примет вид 


D (сов 2+ isin α) = 008 ( 2-5) +isin (2+ о АО 
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что эквивалентно 
D(cosx)=—sinz, Df(sinz)=cost, (14) 
откуда | 


D (tg x) =1+ 422 x = ἡ (15) 


Кроме трех круговых функций cosz, sinx и ἴσα в вычисли- 
тельной практике используются три вспомогательные функции: 
котангенс, секанс и косеканс, определенные посредством формул 


cos? x 


1 1 | 
εἶσα-------, sec æ — ; cosec # = — ‘ 
tg x 00549 sin x 


Напомним (Общая топология, гл. VIII, § 2, n° 3), что единица из- 
мерения угла, соответствующая основанию 2л, называется радианом. 


4. Обратные круговые функции 
| л 
Сужение функции зшх на интервал | — > + 5 | AB- 
ляется строго возрастающей функцией; следовательно, обратная 
ей функция, которую мы обозначим через *) Arcsin X, является 
строго возрастающим непрерывным отображе- y 
нием интервала [—1,-+1] на | 5, +5 | 
(рис. 6). Формула дифференцирования обрат- 
ной функции (гл. I, $ 1, предложение 6) поз- 
воляет написать производную этой функции: 


\ 4 
D (Arcsin x) = cos(Arcsinz) ‘ 
π π 
Так как — τα Ὅς Arcsin x < Sgr < TO 


cos (Arcsin x) >0, a так как sin (Arcsin 9 
= 2, то cos (Arcsin x) = V 1—2?, откуда 
D (Arcsin x) = 


4 
PR er 05 
Точно так же сужение функции COS(x) . Puc. 6: 
на интервал [0, ma] является строго убы- 
вающей функцией; обозначим через Arccos х обратную ей функ- 
цию, которая является строго убывающим отображением ин- 
тервала [—1, +1] на [0, x] (рис. 6). Кроме того, имеем 


π 
sin (+ — Arccos Е) — cos (Arccos x) = x, 


*) В отечественной литературе определяемые в этом N° обратные кру- 
говые функции обозначают: arcsin X, arccos x, arctg x. — Прим. перев. 


9% 
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а так как —5 <-> — Arcoos2<- ‚ то 
Arecos Le = — Arcsin x, (17) 
откуда следует, в частности, что 
1 
D Arccos A Ἡ er eee ret 18 
ГЕЯ (18) 
Наконец, сужение функции ἴσα на интервал |-+ Σ rs +5 | 


является строго возрастающей функцией; обратная ей ah 
Arctg х является строго воз- 
растающим отображением В на 


|->, + | (πο. 7), при- 


чем 


lim Arctg x = — = : 
χ-»--οο 
lim Arctg x = Er 
х—>-- со 2 
Рис. 7. и в результате применения фор- 


мулы дифферен цирования обрат- 
ной функции и формулы (15) re 


D (Arctg x) = (19) 


a 


5. Комплексная показательная PYHKUUA 


В общей топологии (Общая топология, гл. VIII, § 2, n° 1) 
определены все гомоморфизмы (аддитивной) топологической груп- 
пы С комплексных чисел на (мультипликативную) топологическую 
группу С* комплексных чисел, отличных от 0; это отображения 

x+iy —> e*+Bye (ух + dy), (20) 
где a, В, y, ὃ-- четыре действительных числа, подчиненные 
единственному условию аб — Ву =- 0. Зададимся целью выделить 
те из этих гомоморфизмов 2 — f(z), которые дифференцируемы 
в С. Прежде всего заметим, что для этого достаточно, чтобы 
функция f была дифференцируема в точке Ζ--0; в самом деле, 
ferk)r fie) — f (2) f(h)—1 | 

h h 


для любой точки zZEU имеем ; если 


f’ (0) существует, то существует и f(z), и }(2) =а] (2), где a= 
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=} (0). С другой стороны, если g— какой-нибудь другой диф- 
ференцируемый гомоморфизм, удовлетворяющий условию g’ (2) = 


— 6х (2), το g (+) — f(z), так как сразу же можно заключить, 


az 
ie» 

f (2) 
и равно 1 при 2 = 0; следовательно, все дифференцируемые TOMOMOP- 
физмы имеют вид Z —> f (Az), где }—один из них (предполагаемый 
существующим), а A— произвольная (комплексная) постоянная. 
Теперь мы можем утверждать, что если гомоморфизм f диф- 
ференцируем в точке 2=0, то каждое из отображений х—>] (x), 
y —> 7(1/) тела В в С дифференцируемо в точке 0, причем 
первое имеет производную f (0), а второе if’ (0). Но производные 
отображений 2 —> еб*е (ух), y — еВуе (ду) в точке 0 равны соот- 
ветственно а 2niy и B-+2niö, откуда получаем условия В = 
— —2лу и а=2л6; эти условия выполняются, в частности, 


что частное имеет производную; всюду равную 0, 


и для гомоморфизма 2 1-11 — е*е (+) ‚ который мы обозна- 


чим пока через fo. Покажем теперь, что функция [ο действи- 
тельно дифференцируема в точке 2=0. 

В самом деле, очевидно, что отображения x — fo(x) и 
y— Jo (iy) имеют производные любого порядка; в частности, фор- 
мула Тейлора первого порядка, примененная к этим функциям, — 
показывает, что для любого #>0 найдется такое r>(, что 
если положить [ο (7) —1+x+p(r)x,  fo(iy) —1+iy + (y) y, 
TO условия |z|<r, |y|<r влекут неравенства |Y(z)|<e 
и |p(y)|<e; теперь мы можем написать, что fo (X + iy) = 
= fo (x) fo (ty) =1- (x + iy) +0 (x, у), где 

9 (2, у) = (t+ $ (x) (y)) cy + (A+ x) уф (и) + (1-1) xp (x); 
если |2|< г, то |х|<ги |у |< г, откуда следует неравенство 

|9 (2, у) | < (1- =?) [8 Р--28|2|(1-+ |2], 


fo (2) —1—2 
2 


которое показывает, что частное стремится к 0 


вместе с 2, то есть что fy имеет в точке 2 =0 производную, рав- 
ную 1. Тогда вышеизложенное позволяет утверждать, что для 
любого ЕС 


D (fo (2)) = fo (2). (21) 
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Это свойство еще больше сближает fo с функцией e”, которая 
к тому же является сужением функции fo на действительную 
ось; это позволяет нам сформулировать следующее определение: 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Показательной комплексной функцией назы- 
вается гомоморфизм x Liy — е*е (+) тела С на C*; значение 


этой функции для произвольного комплексного числа 2 обозна- 
чается ε΄ или, EXP 2. 


6. Своиства фунеции е 


Тот факт, что 2 —> ε΄ является представлением C в C*, выра- 
жается посредством тождеств 


etz de, DEIN ϱ-ἴ-----, (22) 


По определению, для любого z—zx—<+iy 
εὟ τν. e* (cosy-isiny), | (23) 


а так как e” =>, то очевидно, что абсолютное значение функ- 
ЦИИ εἴ равно e”, а ее аргументом (амплитудой) является у (по 
модулю 2st). 
Определение 2 дает нам, в частности, соотношение 
(tr) er, (24) 
которое позволяет записать формулы, определяющие COS 2; и sinz, 
в виде 


COS 2 = ae (ete t*), sinz= = (Fe) (29) 


(формулы Эйлера). 

Так как главный период функции e( =) равен 2л, TO 
главный период функции ε равен 2ni, то есть группа периодов 
функции εἴ представляет собой множество чисел 2nni, где п 


пробегает Z. 
Наконец, формула (21) принимает вид 


D (ег) — ε΄, (26) 
и значит, для любого комплексного а 
Die”) = ae”. (27) 


Замечание. Если функцию еб? (а — комплексное) в формуле 
(27) рассматривать лишь на действительной оси, то для действи- 


ПРОИЗВОДНЫЕ ПОКАЗАТЕЛЬНЫХ И КРУГОВЫХ ФУНКЦИЙ 135 


тельных х снова будет выполняться соотношение 
ей Ба НЫ (28) 
Эта формула позволяет вычислять примитивную для каждой из 
функций e% cos Вх, εἰ зт Вх (а и В— действительные); в самом 
деле, e(¢t*B) * — ρα. cos ae sin Bx, и значит, в силу (28) 


р (м (=; — (GTR) > es cos Bz, 
D (2 = ef 7B) & =e sin Br, 


Точно Tak же вычисление примитивной для функции xe cos Вх 
или пей sin Вх (п целое, п>0) заменяется вычислением прими- 
тивной для функции 27е(@1)*, но формула интегрирования по 


частям порядка п--1 (гл. II, $ 1, формула (12)) показывает, что 
примитивная этой последней функции равна 


(a+iß) x gr и пхп 1 п (п—1) a=? я 
: fees ere (ip т 


n! 
λές + ору | 
(a+ 7B) 

С другой стороны, благодаря формулам Эйлера можно любую 
целую положительную степень функции с03х или Sinz представить 
в виде линейной комбинации показательных функций eiPX (р — целое, 
либо положительное, либо отрицательное). Следовательно, формула 


(28) позволяет примитивную функции вида х7е“® (cos Вх)! (sin yx} 

представить в виде линейной комбинации функций вида xPe% cos Ах 

и aPe®*sinux (п, р, г, $— целые, а, В, у, A, и— действительные). 
Пример. Имеем 


sin?" Ая (eix — e—tx)2n — 


22n . 
ze e2nix — cP) етих | “IDE e—2nix | ; 


откуда 
x 


-..1γι 
\ Sint? à dee! a [sin ne (À) sin (2n—2)a-.. 
0 


ge Oe ) sin 2e-+(—1)" (a x | 


и, в частности, 


5.. 
В СВ: > 


ota 


sin2” ; а (=) ενω 1.8. .(2n—1) x \ 
n 2 
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7. Ronnsnercnvü логарифм 


Пусть ВБ — «полоса», образованная точками zZ=x-iy, где 
—л<у< пл; функция ε΄ принимает в В каждое значение один 
и только один раз, то есть  —>е*— взаимно однозначное и не- 
прерывное отображение полосы В на C*; образом отрезка (полу- 
открытого) =X, —п<у<л при этом отображении является 
окружность |z|=e*%, а образом прямой у=иу— полупрямая 
(открытая) Am (2) =уо (mod 2л). При отображении z — e° образ 
внутренности, В множества В, то есть образ множества тех 
точек 2ЕС, для которых | 3 (z)|< 1, есть дополнение F отрица- 
тельной действительной (замкнутой) полуоси в С; если условить- 
ся обозначать через Ат (2) величину амплитуды числа 2, при- 
надлежащей интервалу [—л, | л|[, то множество Ё можно 
также определить при помощи соотношений —л< Аш (2) < л. 
Поскольку 2 — ε΄ есть гомоморфизм группы С на C*, то образом 
любого открытого в В (а значит, и в С) множества является 
множество, открытое в С* (а значит, и в À); иными словами, 
сужение отображения Z—>e Ha В есть гомеоморфизм множест- 
ва В на F. Обозначим через z—>logz гомеоморфизм множест- 


о 


ва F на В, являющийся отображением, обратным предыдущему; 
для любого комплексного числа zEF число logz называется 
главным значением логарифма числа 3. Если z=x-+iy, а logz= 
--μ--ἰυ, то х-- й/=е“*®, откуда г“ =|2|, атак как - n<v<aı, 


то и=Ашщ (2). Кроме того, при y 0 имеем tg (2+5) = VE 5 
следовательно, имеют место формулы 
= log |2] = 5 log (+), 
v= + Arctg ne если y > 0, 
v=0 


== — 5 — Arctg = ‚ если y <0. 


(30) 


если у=0, 


< 


= АЗ 


Очевидно, функция logz является продолжением на F 
функции log 2, определенной на положительной действительной 
открытой полуоси В*. Если 2, 2’ — такие два числа из F, произ- 
ведение 22’ которых не равно отрицательному действительному 
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числу, то log (22’) — log 2 10% 2’ + 2вл1, где e= +1, —1 или 0, 
в зависимости от значений Ат (2) и Am(z’). 

Отметим, что в точках отрицательной действительной полу- 
оси функция log z не имеет предела; более точно: когда 2 CTpe- 
мится к 2, <0, ау стремится к 0, оставаясь строго положи- 
тельным (соответственно строго отрицательным), то 1002 стре- 
мится к 100|5|- ri (соответственно к log|zu|— ni); когда 2 
стремится к 0, |logz| неограниченно возрастает. 


Позже мы увидим, как теория аналитических функций позво- 
ляет продолжить функцию logz и определить комплексный лога- 
рифм самым общим образом. 


Так как 1002 является гомеоморфизмом, обратным roMeo- 
морфизму e, то формула дифференцирования обратных ŸYHK- 
ций (ra. I, $ 1, предложение 6) показывает, что функция 105 2 


дифференцируема в каждой точке ZEF и что имеет место 
формула 
Бы. (31) 


ie Ζ 2 


являющаяся обобщением формулы (10). 


9. Примитивные рациональных функций 


Формула (31) позволяет вычислять примитивную любой 
рациональной функции τ(ᾳ) действительного переменного х 
с действительными или комплексными коэффициентами. В самом 
деле, известно (Алгебра, гл. УП), что такую функцию можно 
представить (единственным образом) в виде суммы конечного 
числа членов, имеющих вид: | 

а) ax? (р— целое, р>0, а— комплексное число); 


b) ee (m— целое, m>0, a u b— комплексные числа). 


Примитивную же каждого из этих выражений легко полу- 


чить, а именно: 
Pt 


Pt 
b) если m>1, то примитивная функции 


а) примитивная функции ax? равна а 
а 
(z—b)™ равна _ 

а . 
(1—m) (x —b)m-1 ? 
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с) наконец, согласно формулам (10) и (31) примитивная 
функции = равна a log | z— b|, если b— действительное, и рав- 
на alog(x—b), если Ь— комплексное. В последнем случае, 
если b=p--ig, то, кроме того (формула (30)), 

log (x — b) = log У (x— p)? φΣ-}- Arctg -- 1 > 


Рассмотрение более практичных методов для вычисления при- 
митивных различных конкретно заданных рациональных функций 


мы относим к тому разделу настоящего трактата, который посвя- 
щен численному анализу. 


К вычислению примитивной рациональной функции можно 
свести: 


1° вычисление примитивной для функции вида г(е“”), где 
r — рациональная функция, а а— действительное число; в самом 
деле, после замены переменной и — 6’ задача сводится к нахож- 


.» E u 
дению примитивной для функции = 


2° вычисление примитивной для функции вида f (Sin ах, COS ах), 
где | — рациональная функция двух переменных и а— действи- 


o ax 
тельное число; в результате замены переменной u=—tg -- задача 


сводится к нахождению примитивной для функции 
2 f 2u 1 — u2 
1-Е u2 1+u2’ 1--u2 / * 
9. Помплевсные круговые фунеиции; гиперболические 


pynruuu 


Формулы Эйлера (25) и определение функции e AIA любого 
комплексного 2 позволяют продолжить на С функции COS x 
и sinz, определенные на В, при помощи равенств 


ers : 4-0, 
COS Z = > (e7 + e"?), sin 2 = 5- (e’— e-"*) (32) 


(cM. упражнение 15). 
Эти функции являются периодическими с главным перио- 


π : 
дом 2%; они удовлетворяют соотношениям COS ( 145) — — sin z, 
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sin ( Z+ Σ) = COS 2; справедливы также тождества 
cos? z + sin° z — 1, 
cos (2+2’) = cos 2008 2’ — sin z sin’, 
sin (z+ 2”) =sinzcosz’-+coszsinz’. 
Вообще, всякое алгебраическое тождество для круговых функ- 


ций действительных переменных остается справедливым при замене 
этих переменных любыми комплексными значениями (упражнение 14). 


sin 2 
COS 2 
ция с главным периодом л. 

Формула (27) показывает, что функции с032 и Sin 2 дифферен- 
цируемы в С и что 


Положим tg z — , 2% (28-1) 5 ; это периодическая функ- 


D (соз 2) = —sinz, D (sinz) = cosz. 


Для z—ix (х— действительное) формулы (32) принимают вид 
COS 1x = >. (e*~+e%), siniz= = (e* —e *). 


Для получающихся таким образом действительных функций 
удобно ввести особое обозначение; положим 


ch Te 5: (ε" Le") (гиперболический косинус +), | 


sh x =+ (e" —е^) (гиперболический синус x), (33) 


ie ee (гиперболический тангенс x) 
che  е-ех Р : J 


Следовательно, для любого действительного х имеем 
cosiz=chz;". 'sinir=ishe. (34) 
Из любого тождества, справедливого для круговых функций, 
зависящих от некоторого числа комплексных переменных 
za (1<А< п), вытекает тождество для гиперболических функций, 
если заменить всюду 2, Ha iX, (5х, — действительное, 1<k<n) 
и применить формулы (34); например, 
ch? z — 362 х=1, 
ch(x+zx")=chzchz"+shzxsh x, 
sh(e+x2’)=shxchx’+chxshr'. | 
Гиперболические функции позволяют выразить отдельно дей- 
ствительные и мнимые части функций COSZ и Sinz для z=xc-+iy, 
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так как 
cos (x +-iy) = cos x cos iy — sin x siniy=cosxch y—isinzshy, 
sin (x + iy) = sin x cos iy + cos x sin iy = sinzchy-+icosx shy. 
Наконец, имеем: 


D(chz)=shz, D(shz)=chz, D(thz)—1—th?r=— "1 


ch2a ° 

Tax как chz>0 для любого zx, то отсюда следует, что sh 2 
строго возрастает на В, а поскольку sh 0 — 0, то sh x имеет тот же 
знак, что и x. Следовательно, chx строго убывает для х<0 
и строго возрастает для х20; наконец, thx строго возрастает 
на В. Кроме того, имеем: 


lim hz=—o, lim she=-+o, limchr= liimchr=-+m, 
x>—0 X—>--00 X—>— 00 χ-»-|-οο 

lim ἵπα----1, lim the = +1 (рис. 8719). 

X—>—00 X—>— со 


Часто через Arg sh x обозначают обратную к sh 2 функцию, AB- 
ляющуюся строго возрастающим отображением В на В); эта 
функция выражается, кроме того, при 


у помощи логарифма, так как из соотноше- 


ния c=sh y= > (e/—e-Ÿ) следует, что 


Рис. 8 Рис. 9. 


οὖν 2x! —A=0, а так как οὔ --0, то е#=х- И 2? +1, то есть 


Arg sh z = log (x + Vz? +1). 


Точно так же через Argchz часто обозначают функцию, 
обратную к сужению функции chz на [0,-+ cof; это строго воз- 
растающее отображение интервала [1, + co[ на [0, + οο[; тем же 
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способом, что и выше, доказывается, что 
Arg ch x= log (x+ У 2—1). 


Наконец, через Argthx обозначается функция, обратная 
к thx; она является строго возрастающим отображением интер- 
вала |—1, +A[ на В; кроме того, имеем 


Arg the => 


Замечание. Для комплексного z часто также пишут 


ch a= (e? + e-2)—cos iz, 
1 ! HN 
sh I= > (e*— e—*) = — Sin iz. 


Следовательно, эти функции продолжают на С гиперболи- 
ческие функции, определенные на В. 

Упражнения. °1) Пусть Ё{— непрерывное дифференцируе- 
мое отображение тела В в полную нормированную алгебру Е над 
В, имеющую единичный элемент е; предположим, что #(0)=е 
и что имеет место тождество f’ (x) =# (x) ο, где е некоторый обра- 
тимый элемент из Ё. Показать, что # является представлением 
аддитивной группы В в мультипликативную группу G обратимых 
элементов из Е (рассмотреть наибольший открытый интервал 
Тс В, содержащий 0 и обладающий тем свойством, что элемент 
f(x) обратим для любого хЕГ, и показать, что для zt, уи x+y 
из J выполняется соотношение #(х-Р у) (f(x) { (у))-1=е, зафикси- 
ровав z, а у оставив переменным; наконец, вывести отсюда, что 
=). 


1 \x+p x 
2) a) Для Toro чтобы функция (14) была убывающей 
‚(соответственно возрастающей) для х>0, необходимо и достаточно, 


1 
чтобы выполнялось неравенство р > 5 (соответственно р < 0); для 


O< P<Z функция убывает на интервале ]0, αρ и возрастает на 


‘интервале |хо, -+co[. Во всех случаях эта функция стремится ке, 
ἜΟΓΠ8 x стремится к — CO. 


1 -p 
6) Исследовать точно таким же способом функции ( 1——) : 


(1442), (1+2) и (142) для x >0. 


3) a) Доказать, что для а>1 и x >0 имеем (1-- 5)“ >1-+a2, 
a для 0<a<iuzxz>0 имеем (1- 1)“ < (Laz. 
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6) Точно так же доказать, что для O<z<Ai1 иа> 0 имеем 


En oi e 
( ay ες > {tar 
4) Показать, что для x >O0 и для любого действительного у 


ху < x log x+ev—1 


(ср. гл. II, $ 1, упражнение 15); в каком случае обе части этого 
неравенства будут равны? 

5) Пусть а; (1 << п- 1) суть n +1 строго положительных чисел, 
Ари С,„— обычные среднее арифметическое и среднее геометричес- 
кое чисел Ay, 4а5,..., Ans Anti M С. аналогичные величины 
для αι, A9, ..., An, @п44. Доказать, что 


п (An— Gn) < (п--1) (An+1 — Gn+1), 
причем равенство имеет место только в том случае, если An+4— 
=Gn (положить 4144—2711, G,=y™)). 
°6) Пусть А и а— обычные среднее арифметическое и среднее 
геометрическое п строго положительных чисел а; (sis). Пока- 


αἱ 
3aTb, что если Zj— 4 , TO соотношение G> (1—a) A, где О<а< 1, 


влечет для 1<i<n неравенство 


—1 
à (ι-- = a (1—a)”. 


Вывести отсюда, что для любого индекса i выполняются нера- 
венства 1--5’ < x; <1- 1”, где х’— отрицательный, a x” — положи- 
тельный корень уравнения (1-+ x) e—*—(1—a)” (ср. упражнение 2). 

7) Пусть а;; (1<1< п, 1<]< п) —такие положительные числа, 

n 
что для любого индекса i имеет место равенство pi a;j—=1, а для 
j=1 
τι 
любого индекса ] — равенство > а;;=1. Пусть, далее, x; (1<i<n)— 
4—1 


п положительных чисел; положим 


У: = 45124 ara ... + dintn (1<1< п). 


Показать, что yıya ... Yn > 1152... Lp (оценить снизу функцию 
log у; для каждого индекса i). 


8) а) Пусть Усе) где cj;—Cij, есть невырожденная поло- 


1,7 
жительная эрмитова форма с определителем A; показать, что 
А < с11622 ... Cnn (выразить A и с;; при помощи собственных значе- 


ний эрмитовой формы и применить предложение 2). 

6) Вывести отсюда, что если (а;;)— квадратная матрица R-To 
порядка, состоящая из произвольных комплексных элементов, 
и Ар— ее определитель, то справедливо неравенство («неравенство 
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Адамара») 


n τι 


ΙΔ|8-«( >} aay |2) ( Dial). (Sal), 


j=l ft ji 


причем равенство имеет место лишь в TOM случае, когда либо один 
из сомножителей в правой части равен нулю, либо для любых раз- 
личных индексов À, k 


ааа 1 hohe À ++ À hn than =9 


(перемножить матрицу (a;;) с матрицей, сопряженной к матрице, 
транспонированной относительно данной). 
9) Показать, что если x, y, a,b >O, то 


2 ey 
x log — + y log + p > (@+y) log Tae ; 
x ry 
причем равенство достигается лишь в случае Ke νε D: 5 


10) Пусть a—yelicTBuTenbHOoe число, удовлетворяющее усло- 


= | 
виям 0<a< 5 . Показать, что функция 


tg x tga 
x a 
χἰσα--αἶσα 


π 
строго возрастает Ha интервале Ja, > | (ср. гл. I, 872, упражне- 


ние 11). 

11) Пусть два многочлена и и υ OT х с действительными коэф- 
фициентами удовлетворяют тождеству V 1—u2 =vV 1—22 ; пока- 
зать, что если п—степень многочлена и, то и’ =по; вывести отсюда, 
что и (x) =с0$ (п Arccos x). 

12) Доказать (индукцией по п) формулу 


DR (Arctg x) = (— 1)" er sin (n Arctg =). 
A+ «ο 


° 13) Пусть числовая функция f, определенная на открытом 
интервале ГС В, такова, что для любой тройки точек +4, Lo, 23 
из J, удовлетворяющих условиям αἱ -- ας CIE TM выполняется 
неравенство 


f (αι) sin (x3 — 2x2) + f (12) sin (αι —x3)+f (9 sin (23 —2ı) > (1) 


Показать, что: 
а) В любой точке интервала I функция 7 непрерывна и имеет 
конечные правую и левую производные; кроме того, неравенство 


7 (9) cos (vw — у) — {4 (x) sin (α--ν) < j (y) (2) 


144. 


деленную уравнениями ZE — 
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выполняется для любой пары точек х, у из Г, удовлетворяющих 
условию |x—y|< 7; а также справедливо неравенство, аналогичное 
неравенству (2), если заменить в нем /, на fg; наконец, для любого 
x € I имеем fg (x) <fq(x) (для доказательства (2) устремить x παι 
в формуле (1), зафиксировав в ней х., и получить таким путем мажо- 
ранту выражения lim sup 7 (&2)— f (24), затем в найденном нера- 
Хо — X1 22—11 

венстве устремить хз к 11; вывести отсюда существование произ- 
водной /,(%) и неравенство (2) для y > x; для других утверждений 
вывод аналогичен). 

6) Обратно, если формула (2) справедлива для любой пары 
точек x, у из Г, удовлетворяющих условию | х—у| < л, то f удо- 
влетворяет на / неравенству (1) 


fl) :. f(x) 
( pacexrorpers разность а (23— 25) ‘sin (23—xJ) 2 


в) Если функция } имеет на J вторую производную, то фор- 
мула (1) эквивалентна условию 


71 (2) -Е 7’ (x) > 0 | (3) 

для любого хЕГ. 
* Пояснить эти результаты, рассмотрев плоскую кривую, опре- 
1 


I) 


sin ¢ («выпуклость OT- 


1 
——_ cost, y= 
f (2) 
носительно начала»). „ 

14) а) Показать, что в векторном пространстве отображений 


тела В в С различные функции вида х\"еах (п— целое, à — любое 


комплексное) образуют независимую систему (рассуждать от против- 
ного, рассматривая первичное соотношение (Алгебра, гл. П, $ 5) 
между этими функциями и дифференцируя это соотношение). 

6) Пусть f(X4, Χο, ..., Am) многочлен от т неопределенных 
величин с комплексными коэффициентами, такой, что если в каче- 


Tr 
стве X; для 1<j<r взять функцию μμ.) Ρῃμορ) ‚anıar+ix 


γι 
<j<m—dysxkunio sin (2 Pyntr); причем p,, действительны, zp 


также действительны, TO получим функцию OT xp, тождественно 
равную нулю; показать, что то же самое тождество имеет место 
и в том случае, когда zr, принимают произвольные комплексные 
значения (использовать а)). 

°15) Известно (Алгебра, гл. IX), что на комплексной плоскости C2 
группа А углов между направленными прямыми изоморфна орто- 
гональной группе Os, (С) посредством канонического изоморфизма, 
ставящего в соответствие углу 0 вращение на угол 9; при помощи 
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этого изоморфизма на группу А переносится топология группы О. (С) 
(рассматриваемой как подпространство пространства М. (С) матриц 
второго порядка на С; см. Общая топология, гл. VIII, § 4, n° 2), 
что превращает А в локально компактную топологическую группу; 
кроме того, отображение 0 > соз0 #3110 является изоморфизмом 
топологической группы А на мультипликативную группу С* ком- 
плексных чисел, отличных OT 0, причем обратный изоморфизм 


1 1 1 1 
задается формулами cos 0 — SE, + 1 M Te fon =) - 
Вывести из этих соотношений, что всякий гомоморфизм 2 -> @(z) ад- 
дитивной группы С на A, при котором комплексные функции 
cos Ф (2), sin@(z) дифференцируемы на С, определяется при помощи 
соотношений cos@(z)—cosaz, sin®@(z)=sinaz (а— комплексное 


число). 
16) Пусть О— подмножество из С, являющееся объединением 
множества, определенного условиями --π-« Я (2) <л, F(z) > 0, 


и отрезка 6 (2) =0, 0 -«ς «0 (2) <л. Показать, что сужение функции 
cosz на D отображает взаимно однозначно множество D на С; 
сужение функции COSZ на внутренность множества D является 
гомеоморфизмом этого открытого множества на дополнение в С 
полупрямой у=0, «<1. 

17) Пусть ри #— два взаимно простых многочлена (с комплекс- 
ными коэффициентами), причем степень многочлена } строго меньше 
степени многочлена g. Обозначим через р многочлен, который 
является наибольшим общим делителем многочлена g и его произ- 
водной δ’, а через 4— частное от деления g на р. Показать, что 
существуют два однозначно определенных многочлена и и υ, сте- 
пени которых соответственно меньше степени многочленов р и q, 


и такие что 
ОХ 
— =) | — seat” 
8 р ur 


Вывести отсюда, что коэффициенты многочленов и и v принад- 
лежат наименьшему из тел (над 0), содержащему коэффициенты 
многочленов f и g и содержащемуся в С. 

18) Пусть ри g— два взаимно простых многочлена, причем сте- 
пень многочлена } строго меньше степени многочлена g. Пусть 
Кр— подтело тела С, содержащее коэффициенты многочленов } и & 
и такое, что g неприводим в К. Для того чтобы существовала при- 


митивная функции 2 вида = a; logu;, где а; — постоянные, при- 
1 

надлежащие К, а и; — неприводимые в К многочлены, необходимо 

и достаточно, чтобы f=cg’, где с— постоянная, принадлежащая К. 

19) Показать, что если f(x, у) — произвольный многочлен OT X, 

у с комплексными коэффициентами, то вычисление примитивной 


10 x. Бурбаки 
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для функции f(x, 1052). и функции f(x, Arcsin x) сводится к вычи- 
слению примитивной для рациональной функции. 

20) Показать, что вычисление примитивной для функции 
(ат b)P 29 (ри q— действительные) можно свести к вычислению 
примитивной рациональной функции, если одно из чисел р, а, P+g— 
целое (положительное или отрицательное). 

21) а) Показать, что для двух целых чисел т и п, удовлетво- 
ряющих условиям 0< т «< п, справедлива формула. 


oo 
\ and. π 
( ле п sin en 
n 
-Ноо 
20-1 
6) Показать, что при 0 <a< 1 интеграл \ Er dx paBHo- 
0 


мерно сходится, если а пробегает некоторый компактный интервал. 
и вывести из а), что 


00 
\ x°—-1 dx π 
Лея. sinan: 


22) Показать, что если Ги, n — примитивная функции sin” χ cos” x 
(m и п любые действительные числа) и если m+n-+t2=—(0, то 


функция 
a ЗП x cos™t1 x m + 1 
Im+2,n = m+tn+2 mtn+t2 Im,n 


является примитивной для функции sin™+t2 x cos” x. 
Вывести при помощи этой формулы формулу (29) из текста 
m доказать формулу 


a 
2 
\ НИ dee à 0 
0 


23) Доказать формулу Валлиса 


li 1 2.4.6 eee 2n Ул 
I a } 
n>o n 1.3-5 ae er (2n— 1) 


воспользовавшись упражнением 22 и неравенством sin™tl r < sin” x 


π 
πα Оса 


24) a) Вычислить интегралы 


1 oo z 
фи dx п \ И 
0 0 


при помощи упражнения 22. 


9 
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6) Показать, что 
41—22 < e7* для 0<e<i1, 


—x2 


1 5 
Re = to для x > 0. 


в) Us a) и 6), a также из формулы” Валлиса (упражнение 23) 
вывести, что 


+00 ig: 
\ 6 de = Va 
is x 2 e 
0 
25) а) Показать, что для a > 0 производная функции 
-Ноо 0 
sin 2 sn 
I (a) = \ eax ах равна — \ eax sin x ат. 
0 0 
2 int : π 
6) Вывести отсюда, что \ = ‚4х == as 


0 
26) Доказать при помощи‘ дифференцирования по параметру 
и при помощи упражнения 24 в) формулы 


+ bond +0 
π 1 — e—ax2 
e—x? cos ax dx = 5 e-a2, \ τα de—=Y πα , 
0 0 
ters rh 
a2 Ул 
\ ехр ат" ЕН e—2a (a > O). 
0 


27) Из упражнения 24 B)3TOTO раздела и из упражнения 9 главы 


Il, $ 3, вывести, что 
00 


Е 
0 
28) Пусть линейчатая на |0, 1[ вектор-функция f обладает тем 


π 


свойством, что интеграл \ f (sin x) dx сходится. Показать, что схо- 
e. } 
9 | 


π 
дится интеграл \ xf (sin x) dx и что 
0 


π π 
Е π 
\ xf (sin x) de = > \ f (sin x) ах. 
0 
29) Пусть линейчатая для 25:0 вектор-функция f непрерывна 


co 


dz 
‚ в точке х=0 и обладает тем свойством, что интеграл \ f(z) > 


2 
10% 
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сходится для любого E>0. Показать, что для а>0и b >0 ин- 
теграл 


т f (ax) —f (bx) es 


μη 
0 


b 
сходится и равен # (0) 105 ---: 


$ 2. Разложения показательных и круговых функций 
и функций, C ними связанных 


1. Разложение действительной повазательной 
PYHKUUU 


Так как О” (е*) =e", To разложение Тейлора порядка п для 
функции e* имеет вид 


gr 


x 
à © x? (tm à 
CARTER + RENE 6 dt. (1) 
0 
Остаточный член в этой формуле положителен для х>0 
и имеет знак (—1)"*! для х< 0; кроме того, теорема о среднем 
показывает, что 


ati р. (x PRET ty” grtlex 
x |Пп-1ех 7 FR n+1 
eri sl) om 88 Sepa ия --0. - 8) 
0 


| a 
Но известно, что предел последовательности (+) при Heo- 


граниченном возрастании й равен 0 для любого 2:20 (Общая 
топология, гл. IV, § 7, n° 1); следовательно, зафиксировав 2 u 
заставив в (1) п неограниченно возрастать, получим в силу (2) 
и (3), что 


he: > =. (4) 


и ряд, стоящий в правой части, абсолютно и равномерно 
сходится на любом компактном интервале из В. В частности, 
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справедлива формула 
1 1 1 
IT rt (5) 


Эта формула позволяет вычислять с любой точностью значение 
числа е; таким образом получаем, что 
e = 2,718281828... 


с точностью до 7055 © недостатком. Кроме того, формула (5) показы- 


вает, что е— число иррациональное *) (Общая топология, гл. У, $ 8, 
n° 3). 
Замечание. Поскольку остаточный член в формуле (1) поло- 
жителен для x >0, то для х>0 
| nti 


$ 22 
CP DE EE TPE MARRANT NET DES 


тем более 


grt 
eX eu a ee 
= (rn +1)! 
для любого целого п; отсюда следует, что m стремипея в + CO 


вместе с 2 при любом целом п; этот результат мы получим еще раз 
другим путем в главе У. 


2. Разложения комплексной показательной функции, 
фунецчий cos x и sin x 


Пусть 2— произвольное комплексное число, и пусть ф(® = 
— εὖ — функция действительного переменного #; имеем О" ф (1) = 
=2"e' и е’=ф(1); следовательно, разложение ф (1) по формуле 
Тейлора порядка п относительно точки { — 0 дает формулу 
1 
2 BB a (1—i)" 

A++ + 42 \ et ai, (6) 

0 


которая при действительном Z равносильна формуле (1). Ocra- 
| 1 
= 1—t)” 
точный член г, ==2""! 1 
3 | 
абсолютному значению при помощи теоремы о среднем; если 


et dt снова оценивается сверху по 


*) Ш. Эрмит доказал в 1873 году, что е— трансцендентное число 
над телом © рациональных чисел (то есть не является корнем никакого 
многочлена с рациональными коэффициентами) (Сочинения, т. ПТ, стр. 150, 
Париж, 1912). 
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z=2x-+iy, то |e*|=e* и, значит, при «<0 имеем |2" |< 1, a 
при 2-0 имеем |< oe и u 
| 7η (2) |< a ar ‚Г ROAR <0, (7) 


|z [дея 


| Τε (2) |< ег ‚ если & > 0. (8) 


Как и выше, отсюда заключаем, что ряд 


er T (9) 


n=0 
абсолютно и равномерно сходится на любом компактном HOIL- 
множестве из С. 
Из формулы (6), в частности, следует, что для действитель- 
ного 2 | | 
1252 ren +] Pan Fe D elt с 
Е: dt, = (10) 
Ar 2! n! 
0 
откуда вытекает разложение Тейлора для функций COS x и sing: 
отделив действительную часть в формуле (10) порядка 2n +1, 
получим формулу 


2 4 an 
οὐδά--1---5-}-1Γ1--..ἠ-{--1)" rt 


+(—1)" À er cost dt (41) 
0 


с оценкой остатка 


< («— рат | x |2n+2 3 
enr 0814 | < na Ex 


Точно так же, отделив мнимую часть в формуле (10) порядка 
2n, получим формулу 


3 5 μῶν 
sine=2—- ЗЕ +... +0" βπ--ΠΓ Γ 


ited)" \ our ar {5 
0 
с оценкой остатка 


д: apa ae à 
\ cos tdt I< Qnty 
0 


ΠΕΝ (14) 


==> 
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Кроме того, сравнивая остаточные члены формулы (11) порядков 
2n +1 x 2п- 3, получаем, что 


x 


(2 — t)2r+3 a x2n+2 2 (a — tr +1 
\ anal costdt = GI — \ nt cos t dt, 


и, принимая во внимание (12), видим, что остаточный член фор- 
мулы (11) для любого x имеет знак (—1)" x; точно так же дока- 
зывается, что остаточный член в формуле (13) имеет знак (—1)"z. 
В частности, для n=O и п=1 в (11) и для n=1 и n=2 8 (15) 
получаем неравенства 


-- = <cosz<1 для любого т, (15) 
х— == sinz<z для любого 20. | (16) 
Наконец, полагая в (9) z=ir, получаем формулы 
608 22 = 2 (— 1)" = on ; (17) 
4 = an+l 
na? (— ЕТ $ (18) 
n=0 


в которых ряды абсолютно и равномерно сходятся Ha любом 
компактном интервале. 


Кроме того, очевидно, что формулы (17) и (18) остаются спра- 
ведливыми и для комплексных х, причем ряды, стоящие в правой 
части, абсолютно и равномерно сходятся на любом компактном мно- 
жестве из С. В частности, для любого х (как действительного, так 
и комплексного) 


= 2 
pen 
n=0 
доп 
ее 2 @ 


3. Разложение бинома 


Пусть т — произвольное действительное число. Для любого 
250 имеем D"(x™)=m(m—1)... (т—п- 1х"; применяя 
к функции ({+zx)" формулу Тейлора порядка п относительно 
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точки х=0, получаем для любого х>—1 формулу 
а 


т (т— 1)... (m—n) \ х— 


+ Pa Le) 


"A+ аь (19) 


где ( » )= т)... (mnt) . Если т— целое, строго положи- 


тельное и 7 > т, то ον (19) сводится к формуле бинома (Ал- 
гебра, Сводка результатов, [У); в общем случае ее также называют 


u m 
формулой бинома, а коэффициенты ( = ) называют ÖUHOMUAAL- 


ными коэффициентами при любом действительном т и любом 
целом положительном N. 
Остаточный. член в формуле (19) имеет знак выражения 


cee для 2550 и знак выражения (—1)"*1 (τ) для 


—1<2z< 0. Tak как неравенство 


x—t 

ΓΕ | < |2| справедливо при 

любом #> —1, принадлежащем интервалу с концами 0 u x, TO 

для любых m un M любого х>—1 Ли следующая 

оценка остатка: 

т(т— 1)... (m—n) x—t 
n! 1+¢ 


Ἔ (4 + t)"" dt | = 


а z’((1+2)"—1]|. (20) 


При некоторых ограничениях Ha 2, т или п можно указать 
более точные оценки (упражнение 3). 
Из неравенства (20) мы выведем, что для |x|< 14 


(1 -|- αγ”'-- у ( 7 ) x”, (21) 
n=0 


где ряд, стоящий в правой части, абсолютно и равномерно 
сходится на любом компактном интервале, содержащемся в 
|—1, + 11. В самом деле, 


(т) =(—1" 1-7) (1-7) ea € mE), (22) 


откуда 


CGR G EM). (lent) 
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Е 1 πιο а ἡ 
сли < ‚ то существует такое Ny, что т ge 
где гт<г’ <1, откуда, полагая 
k= ( 14 im +) à, (ar 
получаем неравенство 
т— 1 Ῥ n—no 
OF в. 
которое и доказывает наше утверждение. Напротив, для 251 
абсолютное значение общего члена ряда (21) неограниченно воз- 


растает вместе с п, если т не является целым положительным; 
в самом деле, из (22) для n>n,>|m-+1| следует, что 


Cr) PIC) A) am) 
х(1— Le р (1-2) | 


Пусть ny Es таково, что для R>n, выполняется неравенство 


{ — ES ey PAO 1<2’<x. Если теперь положить 
N Im+1| 
= Cm Ja 


iR |71-|-1] 
e No 2 
то для n>O будет выполняться неравенство. 


(Debra 


откуда и следует наше утверждение. 


Отметим, что при т = —1 алгебраическое тождество 
1 Τὸ-- N-— r ” 


дает нам выражение остаточного члена в общей формуле (19) 
без знака интеграла, а формула (21) сводится в этом случае 
к выражению суммы геометрического ряда (или прогрессии) 
(Общая топология, гл. IV, § 7, n° 1). 
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4. Разложения функций log(i+x), Arctgx и Агезшх 


Проинтегрируем обе части равенства (23) в пределах от 0 до 
x; получим разложение Тейлора порядка п для функции 
dog (15), справедливое при 5 >— 1: 


x 


nr n 
log (А-а) =F ES + IH 
0 

| (24) 
Остаток имеет знак (—1)", если 2550, и знак —, если 
—1<2z<0; кроме того, для x > 0 имеем 1+1t>1 при 0O<t<z, 
а для —1<1<0 1--121--|α| при 2z<t<0, откуда по- 
лучаем оценку остатка: 


r Ε΄ αἱ | æ|7+1 : 

Bess er для #>0, (25) 
0 

ΚΠ: A | 
À tn ne Te: (26) 


Из этих формул сразу же вытекает, что при —1<2<1 
До" 9 
ρήμα el crs es (27) 
где ряд равномерно сходится на любом компактном HHTEepBane, 
содержащемся в |—1, +1], и абсолютно сходится для |2|<1. 


Напротив, для |х| >41 общий член ряда, стоящего в правой 
части формулы (27), неограниченно возрастает по абсолютному зна- 


чению вместе с п (n° 1). Для х= —1 этот ряд сводится к гармони- 
ческому ряду, сумма которого равна со (Общая топология, гл. IV; 
62413). 


Точно так же, заменив в (23) x на 27 и проинтегрировав обе 
части в пределах от 0 до x, получим разложение Тейлора поряд- 
ка 2n—1 для функции Arctg x, справедливое при любом действи- 


тельном X: 
х 


3 5 San gen dt 
Arctga Е. (О +(—1)" \ ἘΠΕ 
0 
(25) 


Остаток имеет знак (—1)"z, а так как 1+1?>1 при любом 
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t, то получаем оценку 


x 
gan dt | jan+ı 
|} 1412 | 20-1 ' (29) 
0 | 
из которой следует, что для |x|<1 
ο. an—ı 
Arctg r= > (— 1)! 5—1 , (30) 
Raz 


где ряд равномерно сходится на [—1, +1] и абсолютно cxo- 
дится для |α|--1. 
В частности, при х=1 получаем формулу 
ae 1 1 se 
gp AS LEE N RB (31) 


Для |x| > 1 общий член ряда, стоящего в правой части формулы 
(30), неограниченно возрастает по абсолютному значению вместе с п. 


Наконец, чтобы получить разложение Тейлора для функции 
1 


Arcsin 1, воспользуемся разложением ee производной (1— 27) 2; 
последнее получается в результате замены 2 на — 27? в разло- 
: 4 | 


жении функции (1 +2) 2 по формуле бинома, что для | x | < 1 дает 


4 Ξ 
—— = 4 eae 3 «τὰ 4 3:8 ... 2 — 1 п 
(1 — x?) ln et pa Oe at + Tn (x) 


с вытекающей из (20) оценкой 


1.3.55 (20-14) \ em 
О < т» (x) < aa = 


Vi-2 
Беря примитивную OT предыдущего разложения, получаем, что 
et 123 1.3 5 1.3.5... (20—14) хп 
Arcsin ᾱ-- Bap pA 152 БО, on nd ae 


(32) 
где Rn (2) имеет TOT же знак, что и х, и удовлетворяет Hepa- 


венству 
1.3.5... (2—1) |x |2"*1 | x [ar+ı 
2 


HONS a ana ya 


(33) 

Из последнего соотношения вытекает тот факт, что À, (x) 
равномерно стремится к 0 на любом компактном интервале, 
содержащемся в |—1, +1[, когда п неограниченно возрастает, 
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откуда следует равенство 


1.3.5... (2n—1) 1271 
24-6. 520 Ont (34) 


co 

Arcsin z= У, 

n=0 

где ряд, стоящий в правой части, абсолютно и равномерно CxLO- 

дится на любом компактном интервале, содержащемся в 
]—1, --1[ (cp. упражнение 7). 

Напротив, можно показать, так же как и для формулы бинома, 


что общий член ряда, стоящего в правой части формулы (34), 
неограниченно возрастает по абсолютной величине для |x|>1. 


= 
Положив, например, в (34) ==, получим новое выражение 


для числа mt: 


---- 6...2n (2nti)amtı 


OO 
π 1.3.5... (2n—1) 1 
Σι 200 oe 
n=0 
которое дает значительно лучший способ для приближенного вычис- 
ления числа л, чем формула (31); таким образом можно получить 
значение 
= 05991592653 * ; 
1 
с точностью до Gog © недостатком ый 
Упражнения. 1) Пусть вектор-функция Ё дифференцируема 
п раз на интервале /CR,. Доказать, что для любой точки x, для 
которой e* Е Г, имеет место формула 
n 
a Wee 
D"f (e*) = > = етх{ CM) (eX), 
т=1 


где коэффициенты Am имеют вид 


т 
ее ~ m т, 
== У! (—1)? (" ) (mn) 
p=0 
(TOT же метод, что и в упражнении 7 гл. I, $ 3, с использованием 
разложения Тейлора функции e*). | 
2) Пусть /— числовая функция, п раз дифференцируемая в точ- 
Ke x, а “— вектор-функция, п раз дифференцируемая в точке f(x). 


*) Число л является не только иррациональным (см. упражнение 8), 
HO даже трансцендентным над телом О рациональных чисел, что впервые 
было доказано Линдеманом в 1882 году (см., например, D. Hilbert, 
Gesammelte Abhandlungen, т. 1, стр. 1, Berlin (Springer), 1932). 
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Ἔ | 

Если положить DR (g (f (x))) = >, gr ({(α)) u, (x), то ик будет зави- 
k=1 

сеть лишь от функции ]; вывести отсюда, что uU, является коэффи- 

циентом при а^ в разложении (относительно а) функции 


е-@/(х)П"(еах)) Е 


3) Пусть г» (2) — остаточный член в формуле бинома (19). 
а) Показать, что для >00 un >m-—i 


OISE) 


(заметить, что (1-+2)"—™+1 > 1) 
6) Показать, что если A <m<O0Ouzxz>—AÂ, то для любого п 


[rn (2) [< [1 (Е =)" 


Е сделать замену переменной и= 


ДП 


rt 
Fit ah и устремить x к —1 в фор- 
муле (19), после чего разделить обе части на (1 +=)" ) . 

°4) а) Показать, что для m>—1 биномиальный ряд (стоящий 
в правой части формулы (21)) сходится и имеет сумму 27 для х=1 
и равномерно сходится на любом компактном интервале, содержа- 
щемся в |—1, --1[ (использовать упражнение 3 а)). Напротив, для 
т < —1 биномиальный ряд расходится как для х==1, так и для 
= —1. 

6) Показать, что для m >0 биномиальный ряд нормально схо- 
дится на интервале [—1, +1] и его сумма на этом интервале равна 
(1+ x)" (заметить, что остаток Τῃ (x) в формуле (19) стремится к пре- 
делу, когда х стремится к —1, и применить затем формулу (20); 


т > 2 
наконец, заметить, что ( sy ( = ) сохраняет постоянный знак, 


если п>т-- 1. 

в) Показать, что если —1< т«<0, то биномиальный ряд расхо- 
дится при х= —1 (в противном случае он был бы нормально схо- 
дящимся на интервале [—1, +1] и его сумма была бы непрерывна 
на этом интервале). | 


5) Для любого действительного. х>0 и любого комплексного 


m—=yu--iv положим 17 = е" 108 κ. показать, что формула (19) остается 


справедливой для комплексного т их >—1 и что остаток ги (1) 
в этой формуле удовлетворяет неравенствам 


Imal<|(”, ааа |, com p+ 0, 


если Wu — 0, 


Irn (3) | < ee ma” log (1+ à) 


Обобщить упражнения 3 и 4 на случай комплексного m. 
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6) Доказать, что при любом действительном х и любом р>1 
справедливо неравенство 


а it pep РА oe + 


D Sie Be BEI) ИЕ PL LS 


1) 


где m=[p] (целая часть числа р) u 


1 
( В ae +1) —т ~\NM— 
BR ne \ zp-m (4 — z)m-1 dz, 


7) Показать, что ряд, стоящий в правой части формулы (34), 
нормально сходится на интервале [--1, 1] и его сумма на этом 
интервале равна Arcsin x (использовать упражнение ὃ 6)). 

°8) Доказать иррациональность числа Tl, используя следующий 
(x (x —x))" 


прием: если = (ри ч— целые), то, положив f (x)= = 


1 


st 


получить, что интеграл q" \ /(z)sinx dx равен целому положитель- 


> 

ному числу (применить формулу интегрирования по частям порядка 
nf 

п-- 1); с другой стороны, показать, что а” \ (x) sin x dx стремится 
0 


к 0, когда п стремится к +0. 
9) Показать, что на интервале [—1, +1] функция |2| является 
1 
равномерным пределом многочленов, заметив, что | 2 |= (1 —(1—22)), 
и воспользовавшись упражнением 4 6). Вывести отсюда новое дока- 
зательство теоремы Вейерштрасса (cp. гл. II, $ 1, упражнение. 20). 
°10) Пусть р простое число, О„— тело р-адических чисел (Общая 
топология, гл. ПТ, $ 5, упражнение 30 и далее), Ё,— кольцо целых 
р-адических чисел и р—главный идеал (р) в Zp. 


а) Пусть а=1--рб, где БЕ2,— элемент мультипликативной 
группы i+; показать, что когда целое рациональное число m 


dtp" 
неограниченно возрастает, TO р-адическое число ie. Sn стре- 


мится к пределу, равному сумме сходящегося ряда 


p2b прп 
а 


Обозначим этот предел через log а. 
6) Показать, что когда р-адическое число 2 стремится к О BQ,, 
x — 1 


то число стремится к loga (использовать а) и определение 


топологии тела Ωρ). 
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в) Показать, что если р ~ 2, то log a = pb (mod p2), а если p—2, 
то log a = 0 (mod р?) и loga=— 464 (mod p3). 

г) Показать, что если р ΞΕ 2 (соответственно р=2), то x > logz 
есть изоморфизм мультипликативной топологической группы 1+ p 
на аддитивную топологическую группу P (соответственно 12); в част- 
ности, если €) есть элемент. группы 1--р, для которого 106 ер=р 
(соответственно log е› =4), то изоморфизм кольца Z, на группу 1- р, 


1 1 
обратный к изоморфизму x > я log z( eoorneremonuo 2-1 log α) Е 


имеет вид ve, (см. Общая топология, гл. ПТ, $ 5, упражне- 


ние 34). 

д) Показать, что для любого ае1--р непрерывная функция 
1 > αἵ, определенная на Zp, имеет в каждой точке производную, 
равную a* log a; вывести отсюда, что функция log 2 имеет в каждой 

1 

точке 1-- р производную, равную Er 

11) а) В обозначениях упражнения 10 показать, что ряд с общим 

cr 

членом —j сходится для любого Еф, если p= 2, и для любого 
хер? (но не сходится ни для какого x d p2), если р=2 (определить 
показатель р в разложении п! на простые множители). Показать, 
что если сумма этого ряда равна f(x), то f является непрерывным 
отображением ф (соответственно bp?) в 1+). Вывести отсюда, что 
для любого 2 € Z, имеем f (pz) =e, (соответственно f (p?z) =еф ), или. 


иными словами, что 


ер== 1-Е г ie 2! Burg + + ’ если Р x 2, 


(использовать упражнение 10 д)). 
6) Для любого a€1+) и любого zEZ, доказать соотношение 
log (a*)— x log a и вывести из a) и из упражнения 10 τ), что 


ie er + 


ο a, x2(loga 
a a ee 
в) Показать, что для любого meZ, непрерывная функция 
т — x”, определенная на i+, имеет производную, равную ma! 
(использовать 6) и упражнение 10 д)). 
г) Показать, что для любого mEZ, и любого Еф при p+ 2 


т 
(161? при р=2) ряд с общим членом = an сходится и его 
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сумма есть непрерывная функция OT m; вывести отсюда, что эта 
сумма равна (1--х)", заметив, что Z всюду плотно в Zp. 

°12) Приняв обозначения упражнения 10, обозначим через OF (Q,) 
(группа вращений двумерного пространства над телом Q,) группу 


матриц вида 
τι! 
—y 2 ? 


элементы которой принадлежат Q, и удовлетворяют условию 
12-|- у? =1, причем эта группа наделена топологией, определенной 
в «Общей топологии» (гл. VIII, $ 4, упражнение 2). 

а) Обозначим через G, подгруппу т OF (Ωρ), а 


такими матрицами, для которых t = Ep”. Показать, что @„— 


1 ee 2 
компактная группа, что G„/Gn+ı изоморфно Z/(p) и что единствен- 
ными компактными подгруппами групны С, являются Gn (см. Общая 


топология, гл. ПЛ, $5, упражнение 31). 


27 
6) Показать, что С, тождественна подгруппе матриц Gs τ ; 


в которых 22--у2=1, х6е1-р? и yep, если p#2, и xE1+p? 
и yEb2, если р=2. 


PAL 
в) Показать, что ряды, общие члены которых (—1)” x И 

4 n—1 gee 6 9 
(rt ΠΠ’ сходятся при любом хЕф, если p=#$2, и 


при любом x E p2, если р=2; пусть COS“ U Sin х— суммы этих рядов. 
Показать, что отображение 


COST sinz 
LEER = 
—sinz cosz 


является изоморфизмом аддитивной топологической группы Ὁ (COOT- 
ветственно 12) на группу ΟΙ. 

г) Если р имеет вид 4й--1 (№ — целое), то в Ωρ существует такой 
элемент i, что ?—= —1. Если каждому z € QF поставить в соответ- . 


HGH) à Re 
lu) ares) 


TO определится en мультипликативной группы QF на груп- 


ствие матрицу 


пу 05 (Ορ); группе 1+ р Apr этом изоморфизме соответствует груп- 
па σι, и cos px-+isin px=e, * (упражнение 11), 


д) Если р имеет вид Ah--3 (k—uenoe), TO элементы матриц 
группы Οἱ (Ωρ) будут непременно целыми р-адическими числами. 
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Тогда многочлен Х?--1 неприводим в Q,; пусть Фр (1) — квадрати- 
ческое расширение группы Qy, полученное путем присоединения 
корня à многочлена Х?--1; группа Q, (i) наделена топологией, опре- 
деленной в «Общей топологии» (гл. VIII, $ 4, упражнение 2). Группа 

.» Τ᾽ . 
Οὐ (Ωρ) изоморфна мультипликативной группе М элементов из Qn (i) 

= 2 Re ; 

с нормой 1 посредством изоморфизма, который матрице oe y г 
ставит в соответствие элемент = =х--1у. Показать, что в группе Q, (i) 
существует р--1 корней уравнения 22+1—1, образующих цикличе- 
скую подгруппу А группы N (рассуждать, как в упражнении 33, 
Общая топология, гл. ПТ, $ 5: сначала показать, что в Q, (i) суще- 
ствует p-+1 различных корней соотношения 2711 =1 (mod р), и для 
каждого корня а этого соотношения образовать последовательность 


(a?*")), Вывести отсюда, что группа OF (Ωρ) изоморфна произведению 
групп À и Οι. 

е) Показать, что для р=2 группа OF (Ωρ) изоморфна произведе- 
нию группы Gy и циклической группы порядка 4. 


ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК 
(ГЛАВЫ 1—1) 


(Римские цифры отсылают читателя к библиографии, помещенной 
в конце этого очерка.) 


В 1604 году, находясь в расцвете своей научной деятельности, Галилей 
считал, что при прямолинейном движении со скоростью, возрастающей 
пропорционально пройденному пути, закон движения будет тем же самым 
(x = ct?), что и открытый им закон свободного падения ((ПТ), т. X, стр. 115— 
116). А уже между 1695 и 1700 годами не было ни одного тома выходившего 
в Лейпциге ежемесячника Acta Eruditorum, в котором не появлялись бы 
статьи Лейбница, братьев Бернулли, маркиза де Лопиталя с разработкой 
задач дифференциального, интегрального и вариационного исчисления 
почти с той же терминологией и с теми же обозначениями, которые служат 
нам и по сей день. Таким образом, исчисление бесконечно малых или, как 
его принято называть в Англии, счисление («calculus») было почти полностью 
создано в течение одного столетия, и вот уже около трех веков постоянного 
применения не смогли притупить этот ни с чем не сравнимый инструмент. 

Древние греки не только не имели, но и не представляли себе ничего 
подобного. Им, несомненно, было известно, хотя и не использовалось ими 
в полной мере, алгебраическое исчисление вавилонян, поскольку часть 
геометрии греков, судя по всему, является лишь его переложением, но как 
раз к области геометрии и относится их, быть может, самое гениальное откры- 
тие: метод подхода к задачам, которые ныне относятся к интегральному исчис- 
лению. Первые образцы такого подхода, дошедшие до нас в более или менее 
точной передаче Евклида ((1), книга XII, предложения 7 и 10), были даны 
Евдоксом при доказательстве теорем об объеме конуса и пирамиды. Но глав- 
ное — именно этим задачам посвящены почти все труды Архимеда ((II) 
и (II bis)); благодаря счастливому стечению обстоятельств мы и сейчас имеем 
возможность читать в подлиннике большую часть его сочинений, тщательно 
изложенных на звучном дорическом диалекте, вплоть до того недавно обна- 
руженного труда, в котором он излагает «эвристические» методы, приведшие 
его к некоторым из его наиболее замечательных открытий ((11), стр. 298—327). 
Но именно в решении этих задач и проявляется одна из слабых сторон метода 
«исчерпывания» Евдокса: являясь (при некоторых допущениях) безупреч- 
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ным методом доказательства, OH не является методом открытия; его приме- 
нение основано на предварительном знании доказываемого факта; к тому же 
Архимед говорит: «Относительно тех теорем о конусе и пирамиде, для кото- 
рых Евдокс первый нашел доказательство, . . ., немалую долю заслуги я уде- 
ляю и Демокриту, который первый высказал это положение относительно 
упомянутых фигур, coma и без доказательства» (цит. соч., стр. 299). Это 
обстоятельство делает особенно трудным подробный анализ наследия Архи- 
Меда, анализ, который, кажется, и не предпринимался ни одним из совре- 
мённых историков; ибо на самом деле мы не знаем, в какой мере Архимед 
осознавал те родственные связи, которые объединяли различные решенные 
им задачи (характер связей можно выразить, сказав, что один и тот же инте- 
грал многократно выступает в различных геометрических задачах), и какое 
значение он мог им придавать. Например, возьмем следующие задачи, 
из которых первая была решена Евдоксом, а другие — Архимедом: объем 
пирамиды, площадь параболического сегмента, центр тяжести треуголь- 
ника и площадь спирали Архимеда (в полярных координатах о = с6); все 


они приводятся к интегралу ο: dx, и, не отклоняясь ни в чем OT основных 


идей метода исчерпывания, все их можно свести к вычислению «римановых 

сумм» вида Yan?. Именно так на самом деле и поступает Архимед co спи- 
a. 

ралью ((II, τ. II, erp.1—121), исследуя ee при помощи леммы, icy a: может 

быть записана следующим образом: 


N N 
№<3 D n2=N3+N24 У n<(N +1). 
2—1 a4 


Что касается центра тяжести треугольника, то Архимед доказывает (MeTO- 
дом исчерпывания, путем рассечения на параллельные полоски), что эта 
точка лежит на каждой из медиан, и следовательно, является их точкой 
пересечения ((II), т. II, стр. 261—315). Для параболы он дал три метода 
решения: один, эвристический, предназначенный только для того, чтобы 
«сделать результат правдоподобным», сводит задачу к задаче о центре 
тяжести треугольника при помощи рассуждения из статики, в котором 
Архимед, не колеблясь, рассматривает параболический сегмент как сумму 
бесконечного множества прямолинейных отрезков, параллельных оси ((II); 
стр. 302—304); другой имеет в своей основе аналогичный принцип, но про- 
водится со всей строгостью по методу исчерпывания ((II), стр. 168—226); 
и последнее доказательство, необычайно остроумное, но наименее доход- 
чивое, используя специальные свойства параболы, дает искомую площадь 
в виде суммы членов геометрической прогрессии ((11), стр. 77—94). Нигде 
не отмечается связь этих задач с задачей об объеме пирамиды, и даже под- 
черкивается ((|1), стр. 229), что задачи, относящиеся к спирали, не имеют 
«ничего общего» с некоторыми другими задачами, относящимися к сфере 
и параболоиду вращения, о которых Архимед говорит в том же предисловии 
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и среди которых находится такая (объем параболоида), которая сводится 


K интегралу [ο dx. 


На этих примерах мы убеждаемся в том, что метод исчерпывания, не счи- 
тая некоторых искусственных приемов, состоит в следующем: путем разбие- 
ния рассматриваемой величины на «римановы суммы» получают для нее 
верхнюю и нижнюю границы, а затем сравнивают их либо непосредственно 
с заранее заданным выражением для этой величины, либо с соответствую- 
щими границами в аналогичной, уже решенной задаче. Сравнение (которое 
из-за невозможности использовать отрицательные числа непременно делается 
в два приема) проводится при помощи магической формулы: «в самом деле, 
если бы это было не так, то рассматриваемая величина была бы либо больше, 
либо меньше; пусть, если это возможно, она больше, и т. д.; пусть, если 
это возможно, она меньше, и т. д.», откуда и название метода «апагогиче- 
ский», или «метод от противного», которое дали ему ученые ХУП века. 
В аналогичной форме изложено Архимедом исследование о касательной 
к спирали ((|1), стр. 241—252) — результат, стоящий особняком и един- 
ственный, на который мы могли бы сослаться как на античный исток «диф- 
ференциального исчисления», если не считать относительно простого опре: 
деления касательных к коническим сечениям и нескольких задач на мак- 
симум и минимум. И в самом деле, если в том, что касается «интегрирова- 
ния», греческим математикам было представлено обширное поле исследо- 
ваний не только теорией площадей и объемов, но и статикой и гидроста- 
тикой, то для серьезного подхода к дифференцированию у них, кроме 
кинематики, не было побудительных причин. Правда, Архимед дал для 
своей спирали кинематическое определение, и отсутствие сведений о том, 
каким путем он пришел к нахождению касательной к ней, дает нам право 
задать вопрос: не имел ли он некоторого представления о сложении движе- 
ний? Но в таком случае не должен ли был он применять столь мощный метод 
к другим задачам того же типа? Скорее всего, он должен был привлечь 
какой-нибудь эвристический способ перехода к пределу, который ему могли 
подсказать имевшиеся в его распоряжении результаты о. конических сече- 
ниях, имеющие, естественно, существенно более простой характер, так как 
можно найти точки пересечения прямой и конического сечения, а значит, 
и указать условия совпадения этих точек. Что же касается определения 
касательной, то она понимается как прямая, которая в окрестности неко- 
торой точки кривой оставляет кривую целиком по одну сторону; допускается, 
что касательная существует и что всякая кривая составлена из выпуклых 
дуг; при этих условиях для доказательства того, что прямая является Kaca- 
тельной к кривой, необходимо доказать некоторые неравенства, что, разу- 
меется, и было проделано с самой высокой точностью. 

С точки зрения строгости методы Архимеда не оставляют желать луч- 
шего, и еще в ХУП веке, когда наиболее скрупулезные математики хотели 
поставить вне всяких сомнений какой-либо считавшийся особенно тонким 
результат, они прибегали к «апагогическому» доказательству ((Χ 14) и (ХПа)). 
Что же касается плодотворности этих методов, то достаточным свидетель- 
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ством TOMY служат труды Архимеда. Однако для того, чтобы иметь право 
усмотреть в них «интегральное исчисление», необходимо было бы составить, 
минуя многообразие геометрических образов, некоторое подобие класси- 
фикации задач в соответствии с природой «интеграла», лежащего в их основе. 
Как мы увидим, в XVII веке поиски такой классификации становятся посте- 
пенно одной из главных задач геометров. Если у Архимеда нет даже намека 
на это, то не является ли этот факт признаком того, что такие умозрения 
казались ему преувеличенно «абстрактными» и что, наоборот, он в каждом 
случае умышленно использовал с максимальной возможностью специальные 
свойства фигуры, которую он исследовал? И не должны ли мы заключить, 
что это замечательное наследие, из которого интегральное исчисление, 
по признанию его создателей, полностью вытекает, в каком-то смысле про- 
тивостоит интегральному исчислению? | 

Вообще говоря, в математике углубление пропасти между открытием 
и доказательством не остается безнаказанным. При благоприятных обстоя- 
тельствах математик, не пренебрегая строгостью, просто излагает свои 
идеи в том виде, как они у него возникают; иногда еще можно надеяться 
добиться этого ценой удачных изменений в языке и в принятых обозначе- 
ниях. Однако часто возникает необходимость сделать выбор между мето- 
дами изложения некорректными, но, быть может, плодотворными, и KOp- 
ректными, но позволяющими выразить мысль лишь в измененном виде 
и притом ценой значительных усилий. Ни тот, ни другой путь не свободен 
от опасностей. Греки следовали второму пути, и, быть может, скорее в этом, 
чем в стерилизующем действии римского владычества, следует искать при- 
чины упадка их математики почти сразу после ее наиболее бурного рас- 
цвета. Высказывалась не лишенная правдоподобия мысль, что устное пре- 
подавание последователей Архимеда и Аполлония могло содержать неко- 
торые новые результаты, которые не публиковались из-за нежелания уче- 
ных прилагать необычайные усилия, требуемые для того, чтобы публикация 
соответствовала установленным канонам. Во всяком случае подобные сом- 
нения не возникали у математиков X VII века, когда они, очутившись перед 
большим количеством новых проблем, искали их разрешения в тщательном 
изучении трудов Архимеда. 

В то время как великие классики греческой литературы и философии 
были изданы в Италии Альде Манусом и его конкурентами, и почти все 
до 1520 года, первое издание Архимеда на греческом и латинском языках *) 
было выпущено лишь в 1544 году в Базеле Гервагиусом, причем до этого 
не было ни одной публикации трудов Архимеда на латинском языке; на мате- 
матиков той эпохи (поглощенных своими алгебраическими изысканиями) 
эти труды оказали влияние не сразу, и лишь с появлением Галилея и Кеп- 
лера — этих двух скорее астрономов и физиков, чем математиков, — это 
влияние стало явным. Начиная с того времени и вплоть до 1670 года в рабо- 
тах основоположников исчисления бесконечно малых не встречается имени, 


*) Archimedis Opera quae quidem exstant omnia, nunc primus et gr. et 
lat. edita... Basileae, Jo. Hervagius, 1544, 1 vol. in-fol. 
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которое появлялось бы чаще имени Архимеда. Многие переводят его и KOM- 
ментируют; все, начиная от Ферма и кончая Барроу, наперебой цитируют 
его; все утверждают, что находят у него образец и источник творчества. 
Правда, как мы увидим, все эти высказывания не должны пониматься 
буквально; в этом заключена одна из тех трудностей, которые препятствуют 
` правильному истолкованию этих работ. Историк должен также учесть орга- 
низацию научной жизни того времени, которая в начале ХУП века была 
еще очень недостаточной, а уже к концу этого века, благодаря созданию 
научных обществ и периодических научных изданий, благодаря упрочению 
и развитию университетов, очень сильно стала походить на ту, которую 
мы видим сегодня. Не имевшие вплоть до 1665 года никаких периодиче- 
'-CKUX изданий, математики вынуждены были для распространения своих 
трудов прибегать либо к переписке, либо к печатанию книги, чаще всего 
88 свой счет или за счет мецената, если таковой находился. Издатели и печат- 
ники, пригодные для такой работы, были редки и подчас ненадежны. После 
долгих проволочек и бесчисленных хлопот, с которыми была сопряжена 
публикация такого рода, автор чаще всего оказывался вынужденным вести 
‘бесконечные научные споры, на которые вызывали его научные соперники, 
причем не всегда с добрыми намерениями, и которые проводились . часто 
в удивительно едком тоне, ибо при общей неясности в отношении основ 
исчисления бесконечно малых всякий без труда мог найти в рассуждениях 
своих соперников слабые или по крайней мере туманные и спорные места. 
Нонятно, что при этих условиях многие ученые, любившие спокойствие, 
‘довольствовались тем, что сообщали свои методы и результаты лишь избран- 
ным друзьям. Некоторые из них, особенно математики-любители, такие, 
‘Kak Мерсенн в Париже и позже Коллинз в Лондоне, поддерживали обшир- 
ную переписку с учеными многих стран, посылая им и получая от них науч- 
‚ные факты, зачастую перемешанные с их собственными нелепостями. За неиме- 
‘нием четких понятий и общих определений, математики, владевшие «мето- 
дами», не могли представить их в виде теорем и даже сформулировать с доста- 
точной точностью. Поэтому они вынуждены были проверять их на множе- 
стве частных случаев и не видели другой возможности для испытания силы 
этих методов, кроме как посылать вызовы своим соперникам, часто сопро- 
вождая их изложением собственных результатов в зашифрованной форме. 
Учащаяся молодежь путешествовала, пожалуй, больше, чем сейчас, и часто 
такой способ распространения идей ученого через его путешествующих уче- 
ников был более эффективным, чем их опубликование, хотя это и служило 
дополнительным поводом для недоразумений. Наконец, поскольку одни 
и те же задачи ставились многими математиками, среди которых было немало 
выдающихся, а сведения о результатах своих коллег у них были очень сла- 
бые, то неизбежно возникали бесконечные споры о приоритете, и нередки 
были случаи, когда к ним примешивались обвинения в плагиате. 
Следовательно, для историка в письмах и в личных бумагах ученых того 
времени содержится столько же, если не больше, материала, ΟΚΟΠΡΚΟ “1 в соб- 
ственно публикациях. Однако в то время как, например, личные бумаги 
Гюйгенса сохранились и были образцово изданы (XVI), многие бумаги 
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Лейбница опубликованы еще далеко He полно и отрывочно, личные бумаги 
Ньютона совсем не опубликованы, а бумаги многих других ученых бесследно 
пропали. Во всяком случае последние изыскания, основанные на анализе 
самих рукописей, вносят неопровержимую ясность в один пункт, который 
был затемнен спорами последователей: именно, всякий раз, как один из вели- 
ких математиков той эпохи высказывался о своих собственных работах, 
о развитии своих взглядов, о тех влияниях, которые он испытывал, и о тех, 
которые он отвергал, он делал это честно и добросовестно *); следовательно, 
этими ценными высказываниями, которыми мы обладаем в достаточно боль- 
шом числе, можно смело пользоваться, и историк при их изучении не должен 
уподобляться судебному следователю. К тому же большая часть поднимав- 
шихся тогда вопросов о приоритете лишена всякого смысла. Действительно, 
вводя обозначение 4х для «дифференциала», Лейбниц не знал, что за десять 
лет до него Ньютон пользовался знаком X для обозначения «флюкеии»; 
но какое это имеет значение? В качестве более поучительного примера 
dx 

3 . 
В том виде, как она здесь написана, эта формула принадлежит Лейбницу, 
поскольку обе ее части записаны в его обозначениях. Сам же Лейбниц и Вал- 
лис припиеывают ее Григорию де Сен-Винсенту. Последний в своем Ориз 
Geometricum (1X) (появившемся в 1647 году, HO, по его утверждению, напи- 
санном гораздо раньше) доказывает хишь следующее: если f (а, ὦ) означает 


рассмотрим вопрос о том, кем и когда была получена теорема log x = \ 


А 
площадь гиперболического сегмента a<az<b, О<у< —, то соотно- 


, 
шение == ( =) влечет равенство f (α΄, b’)=n-f(a, 6); к этому 
его ученик и комментатор Сараса почти сразу же **) добавляет, что, стало 
быть, площади f (а, ὦ) могут «заменять логарифмы». То, что он ничего больше 
не говорит о логарифмах, а сам Сен-Винсент их вовсе не упоминает, может 
объясняться тем, что большинство математиков той эпохи относило лога- 
рифмы к «вспомогательным средствам счета» без права на место в матема- 
тике. Известно, что Торричелли в одном письме от 1664 года (УП bis) гово- 
рит о своих исследованиях, относящихся к кривой, которую мы записали бы 
в виде y= ae, x > 0, добавляя, что там, где Непер (которого он, впро- 
чем, осыпает похвалами), «преследует лишь цели арифметической практики», 
сам он «выводит из этого геометрическую теорию»; 06 этой кривой он оста- 
вил рукопись, судя по всему, подготовленную к печати, но остававшуюся 


*) Это можно сказать, например, про Торричелли (см. (XII), т. VIII, 
стр. 181—194) и про Лейбница (D. Mahnke, Abn. Preuss. Akad. der 
Wiss., 1925, № 1, Berlin, 1926). Разумеется, это не означает, что мате- 
матики не строили себе иллюзий относительно оригинальности. своих идей; 
однако наиболее крупные из них не так уж часто ошибались в этом. 

**) Solutio problematis... Auctore Р. Alfonso Antonio de Sarasa... Antver- 
piae, 1649, 
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неопубликованной вплоть до 1900 года ((УП), т. I, стр. 335—347). Незави- 
симо от него Декарт сталкивается с той же кривой в 1639 году в связи с «про- 
блемой Дебона» и описывает ee, ничего не говоря о логарифмах ((X), т. II, 
стр. 514—547). Как бы то ни было, а в 1667 году Дж. Грегори ((ХУПа), 
перепечатано в (XVI bis), стр. 407—462), ни на кого не ссылаясь, ука- 
зывает правило вычисления площадей гиперболических сегментов при 
помощи (десятичных) логарифмов, что одновременно требовало теоре- 
тического знания связи между квадратурой гиперболы и логарифмами 
и знания численной зависимости между логарифмами «натуральными» 
и «десятичными». Только ли к этому последнему пункту относится протест 
Гюйгенса, который сразу же стал оспаривать новизну результата Грегори 
(ХУГа)? Для нас это не более ясно, чем для его современников; во всяком 
случае они четко представляли себе, что существование связи между лога- 
рифмами и квадратурой гиперболы является фактом давно известным, 
но сослаться они могли лишь на высказывания, содержащиеся в письмах, 
или на книгу Григория де Сен-Винсента. Когда в 1668 году Броункер построил 
(с тщательно проведенным доказательством сходимости, путем сравнения 


с геометрической ирогрессией) ряды для log2 и log © (XIV), то он пред- 


ставил их как выражения для соответствующих сегментов гиперболы И доба- 
вил, что полученные им численные значения «относятся, как логарифмы» 


чисел 2 и = . Ho B Tom же году в работе Меркатора (XIII) (или, точнее, в изло- 


жении работы Меркатора, сразу же сделанном Валлисом (ХУ, bis)) язык 
меняется: поскольку сегменты гиперболы пропорциональны логарифмам, 
а последние, как хорошо известно, определены своими характеристиче- 
скими свойствами лишь C точностью до постоянного множителя, то ничто 
не препятствует рассматривать сегменты гиперболы как логарифмы и назы- 
вать их «натуральными» или «гиперболическими» (в противовес логарифмам 
«искусственным» или «десятичным»). Этим был сделан последний шаг, после 
чего (при помощи найденного Меркатором ряда для log (1 + х)) теорема 


dx à 
log «= \ — была получена с точностью до обозначений, или, скорее, она 
Μη 


стала просто определением. 

В заключение остается лишь сказать, что это открытие было сделано 
путем почти неуловимых переходов и что спор о приоритете в этом вопросе 
сильно походил бы на спор между скрипкой и тромбоном относительно 
точного момента появления в симфонии такой-то мелодии. И по правде ска- 
зать, в то время как в ту же эпоху другие математические творения, такие, 
как арифметика Ферма, динамика Ньютона, несли Ha .себе сильный отпе- 
чаток индивидуальности, развитие исчисления бесконечно малых в ХУП веке 
можно сравнить с постепенным и неудержимым развертыванием симфонии, 
в которой палочку держит «Zeitgeist» (дух времени) — одновременно и ком- 
позитор, и дирижер — и в которой каждый ведет свою партию в собственном 
тембре, но никто не является хозяином звучащих тем, затейливо перепутан- 
ных сложным контрапунктом. Значит, и история создания исчисления бес- 
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конечно малых должна быть написана в форме тематического анализа; 
здесь мы ограничимся общим обзором, не претендующим на точность в дета- 


лях *). Во всяком случае вот те основные темы, которые возникают прежде 
всего: 

А) Тема математической строгости, противостоящая теме бесконечно 
малых, неделимых или дифференциалов. Мы знаем, что обе темы занимают 
в трудах Архимеда значительное место: первая — во всех его сочинениях, 
а вторая — только в трактате о методе, который не был известен в ХУП веке, 
так что если эта тема не возникла самостоятельно, а только возродилась, 
то лишь на почве философской традиции. К тому же принцип бесконечно 
малых появляется в двух различных формах в зависимости от того, идет 
ли речь о «дифференцировании» или 06 «интегрировании». Что касается 
последнего, то пусть требуется вычислить площадь плоской фигуры; тогда 
при помощи бесконечного числа равноотстоящих друг от друга параллель- 
ных разбивают фигуру на бесконечное число бесконечно малых параллель- 
ных полосок, каждая из которых является прямоугольником (даже если 
ни одна из конечных полосок, полученных при помощи двух параллельных, 
отстоящих друг от друга на конечном расстоянии, не будет прямоуголь- 
ником). Точно так же плоскостями, перпендикулярными к оси, тело вра- 
щения разбивается на бесконечное число цилиндров одинаковой бесконечно 
малой высоты **); аналогичные способы выражения могут быть использованы 
и тогда, когда речь идет о разбиении площади на треугольники пересекаю- 
щимися прямыми или о нахождении длины дуги кривой, если представить 
ее в виде ломаной с бесконечным числом звеньев, ит. д. Конечно, те немно- 
гие математики, которые до конца овладели методами Архимеда, такие, 
как Ферма, Паскаль, Гюйгенс, Барроу, в каждом конкретном случае не встре- 
чали никаких затруднений при замене этого языка строгими доказатель- 
ствами; поэтому они часто замечали, что это только сокращенный способ выра- 
жения. «Было бы легко, — говорит Ферма, — давать доказательства no спо- 
собу Архимеда; ...достаточно раз и навсегда предупредить об этом, чтобы 
избежать непрерывных повторений...» ((XI), т. I, стр. 257), a также Пас- 
каль: «Гаким образом, эти методы отличаются один от другого лишь 


*) В дальнейшем, приписывая какой-либо результат определенному 
автору и относя его к определенной дате, мы тем самым указываем лишь, 
что этот результат был этому автору известен в тот момент (в чем чаще всего 
можно удостовериться по первоисточнику); мы не намереваемся делать 
абсолютного утверждения, что этот автор не знал его раньше или что 
он не заимствовал его у других; еще менее мы хотим сказать, что один и 
тот же результат не был получен независимо другими либо раньше, либо 
позже. 

**) См., например, высказывания Паскаля в «Lettre a М. de Сагсауу» 
(ХПЬ). Отметим, что обаяние бесподобного языка Паскаля позволяло ему 
достигать создания иллюзии совершенной ясности до такой степени, что 
один из современных издателей пришел в восторг от «четкости и точности 
в проведении доказательства»! 
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способом выражения» ((XIIb), стр. 352) κ), и, наконец, Барроу, co свойствен- 
ной ему лаконичной ‘иронией: «Longior discursus apagogicus adhiberi possit, sed 
диотзит?» (можно было бы удлинить апагогическим рассуждением, но зачем?) 
((X VIII), стр. 251). Сам Ферма, по-видимому, остерегался высказывать 
что бы то ни было, что он не мог проверить таким путем и тем самым выну- 
дил себя формулировать всякий общий результат лишь в виде предположе- 
ния, или «метода»; однако bappoy, обычно такой аккуратный, был несколько 
менее щепетильным. Большинству же их современников можно поставить 
в минус то, что соблюдение строгости не принадлежало к числу их главных 
забот, и имя Архимеда чаще всего служило вывеской, предназначенной, 
без сомнения, для того, чтобы возвысить значимость работ, за которые Архи- 
мед наверняка не взял бы на себя ответственность. И это тем более имеет 
место, когда речь идет о дифференцировании. Если кривая в процессе ее спрям- 
ления уподобляется ломаной с бесконечным числом звеньев, то в этом 
случае «бесконечно малая» дуга кривой рассматривается как «бесконечно 
малый» отрезок прямой, являющийся либо хордой, либо касательной, суще- 
ствование которой предполагается; рассматривают также «бесконечно 
малый» интервал времени, в течение которого (если речь идет лишь о ско- 
рости) движение «является» равномерным; еще более смело поступает Декарт, 
который в поисках определения касательной к циклоиде, не подходящей 
под его общее правило, рассматривает катящиеся одна по другой кривые 
в виде ломаных, чтобы вывести отсюда, что «в бесконечно малом» движение 
можно рассматривать как вращение вокруг точки соприкосновения ((Х), 
т. II, стр. 307—338). И снова только Ферма, который, пользуясь такими 
инфинитезимальными рассмотрениями, формулирует свои правила для 
касательных и для максимума и минимума, только он один в состоянии 
обосновать их в каждом частном случае ((XIb); ср. также (ХТ), т. II, pas- 
sim, особенно стр. 154—162, и Supplément aux Œuvres (Gauthier-Villars, 
1922), стр. 72—86); Bappoy для большей части своих теорем дает строгие 
доказательства в стиле древних, исходя из простых предположений моно- 
тонности и выпуклости. Однако уже было не время вкладывать новое содер- 
жание в старые формы. Теперь мы знаем, что все это подготавливало понятие 
предела; и если у Паскаля, Ньютона и у других можно отыскать формули- 
ровки, сильно напоминающие наши современные определения, то лишь 
изучение их в контексте дает возможность увидеть те непреодолимые труд- 
ности, которые вставали на пути к строгому изложению. Когда, начиная 
с XVIII века, математики, стремившиеся к ясности, хотели навести неко- 
торый порядок в груде накопленных богатств, то такие указания, встречав- 
шиеся в записях их предшественников, были для них очень ценны; напри- 
мер, когда Даламбер объясняет, что в дифференцировании нет ничего, кроме 
понятия предела, и дает ему точное определение (XX VI), то можно думать, 


*) Однако в письме к господину А. D. D. 5. он пишет: «...не останав- 
ливаясь ни на методах движения, ни на методах неделимых, а следуя мето- 


дам древних, с тем чтобы сие могло считаться отныне прочным и бесспор- 
ным» ((ХПа), стр. 256). 
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‘STO он руководствовался соображениями Ньютона о «первых и последних 
‘отношениях исчезающих величин» (ХХ). Но если говорить о ХУП веке, 
то следует констатировать, что путь к современному анализу был открыт 
лишь после того, как Ньютон и Лейбниц, заглядывая вперед, начали прежде 
всего искать обоснование новых методов не в строгих доказательствах, 
‚а в плодотворности и согласованности результатов. 

В) Кинематика. Уже Архимед, как мы видели, дал кинематическое 
определение своей спирали; а в средние века в зачаточной форме развивается 
(за исключением доказательства от противного, без инфинитезимальных 
рассмотрений) теория изменения величин как функций времени и их графи- 
ческого представления, истоки которой следует, быть может, отнести к астро- 
номии вавилонян. Но для математики ХУП века наибольшее значение имело 
то обстоятельство, что с самого начала задачи дифференцирования воз- 
никали не только в связи с касательной, но и в связи со скоростью. Однако 
Галилей ((III) и (III bis)), определяя закон изменения скорости при сво- 
бодном падении (после того как он из опытов с наклонной плоскостью полу- 
чил закон изменения пути x = at?), не прибегал к дифференцированию. 
Он делал различные предположения относительно скорости: сначала, что 
v= = cx ((III), т. VIII, стр. 203), а затем, что υ = ct (там же, стр. 208), 
и пытался найти закон изменения пути, проводя довольно. туманные pac- 
суждения с графиком скорости как функции времени. Декарт (в 1618 году) 
также исследует закон v = ct, но строго математически, со всей ясностью, 
которую допускал язык неделимых *) ((X), т. X, стр. 75—78); у обоих rpa- 
фик скорости (по существу, прямая) играет основную роль, и есть все осно- 
вания задать вопрос, до какой степени они осознавали наличие пропорцио- 
нальности между пройденным путем и площадью, заключенной между осью 
времени и кривой скорости; однако на этот счет трудно что-либо утверждать, 
хотя в изложении Декарта как будто предполагается знание существа воп- 
роса (который, как считают‘ некоторые историки, восходит к средним 
векам **)), в то время как Галилей не имеет о нем ясного представления. 
В 1670 году Барроу формулирует его в явном виде ((X VIII), стр. 171); может 
быть, в ту эпоху он ни для кого уже не был новостью, и Барроу вовсе и не 
пытается представить его таковым; однако относительно этого результата 
более, чем относительно какого-либо другого, неестественна попытка 


*) Декарт даже добавляет интересное геометрическое рассуждение, 
при помощи которого он выводит закон движения x = ай в предположении, 


dv 
что he = ct. Зато любопытно, что десятью годами позже OH запутывается 


в своих заметках и переписывает заимствованное у Мерсенна неточное рас- 
суждение по тому же вопросу, в котором график скорости как функции 
времени смешивается с графиком ее как функции пройденного пути ((Х), 
1, OTH. μὰ). 

**) Н. Wieleitner, Der «Tractatus de latitudinibus formarum» 
des Oresme, Bibl. Mat. (III), т. 13 (4912), стр. 115—145. 
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указать дату с излишней точностью. Что касается предположения v = cx, 
также рассмотренного Галилеем, то он удовольствовался (цит. соч.) дока- 
зательством того, что это невозможно (или, говоря современным языком, 
что уравнение РЕ сх не имеет ненулевого решения, обращающегося в нуль 
dt 
при ¢t = 0), путем туманного рассуждения, которое позже Ферма ((XI), τ. II, 
стр. 267—276) взял на себя труд развить (и которое примерно сводится 
к тому, что 2х являлось бы решением одновременно с x, x = 0, что противо- 
речило бы физически очевидной единственности решения). Но это как раз 
dz ΑΓ 
и есть закон — — ex, послуживший в 1614 году Неперу для введения его 
логарифмов, которым он дал кинематическое определение (ТУ), в наших 
обозначениях записываемое следующим образом: если по двум прямым 
dy ay 


ΠΕ αι aT = » To = 0, yo=r, TO TOBO- 


движутся две точки по законам 


D à 
PAT, что x есть «логарифм» у (в современных обозначениях «—r log ( =)) : 


dy с 


Выше уже говорилось, что кривая, являющаяся решением уравнения я 


встречается в 1639 году у Декарта, описавшего ее кинематически ((X), т. II, 
стр. 514—517); известно, что он довольно безапелляционно объявил «меха- 
ническими» все неалгебраические кривые и требовал их исключения из гео- 
метрии; к счастью, это табу, против которого уже гораздо позже Лейбниц 
считал необходимым категорически протестовать, не соблюдалось ни CO- 
временниками Декарта, ни им самим. Когда на очередь дня встали циклоида 
и логарифмическая спираль, то их изучение проходило весьма интенсивно 
и очень сильно помогло взаимному проникновению геометрических и кине- 
матических методов. Нринцип сложения движений, или, точнее, сложения 
скоростей, лежал в основе теории движения снарядов, изложенной Гали- 
леем в шедевре его последних лет жизни Discorsi в 1638 году ((III), т. VIII, 
стр. 268—313), теории, в которой, стало быть, содержалось неявно новое 
определение касательной к параболе; и если Галилей не сделал об этом фор- 
мального замечания, то Торричелли, наоборот ((VII), т. ПТ, стр. 103—159), 
подчеркивает этот пункт и на той же основе создает общий метод определе- 
ния касательных к кривым, которые могут быть определены кинематически. 
Правда, в этом его на несколько лет опередил Роберваль (VIIIa), утвер- 
ждающий, что он пришел к этому методу при изучении циклоиды; кстати 
сказать, та же проблема касательной к циклоиде дала Ферма возмож- 
ность продемонстрировать силу своего метода дифференцирования ((XIb), 
стр. 162—165), тогда как Декарт, не найдя способа применить к этой задаче 
свой алгебраический метод, ввел по этому поводу понятие мгновенного 
центра вращения ((X), т. Ш, стр. 307—338). 

Но по мере того как развивается исчисление Ra малых, кине- 
матика перестает быть обособленной наукой. Становится все более и более 
ясно, что вопреки заявлению Декарта алгебраические кривые и функции 
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Ὁ точки зрения «локальной», то есть с точки зрения исчисления бесконечно 
малых, ничем не отличаются от других, гораздо более общих; что функции 
и кривые, определенные кинематически, являются такими же функциями 
и кривыми, что и другие, и поддаются тем же методам исследования, и что 
переменная «время» является не более чем параметром, временная сущность 
которого имеет чисто языковой смысл. Так, у Гюйгенса, даже когда речь 
идет о механике, доминирует геометрия (X VIb), а Лейбниц в своем исчисле- 
нии не отводит времени никакого особого места. Барроу же, наоборот, 
одновременным сведением различных величин к функции универсальной 
независимой переменной, понимаемой как «время», пытался создать основу 
исчисления бесконечно малых с геометрическим уклоном. Эта идея, которая 
должна была появиться у него, когда он пытался найти метод сложения 
движений, о существовании которого он знал лишь понаслышке, подробно 
изложена в четких и очень общих терминах в первых трех из его Lectiones 
Geometricae (XVIII); там он, например, строго доказывает, что если дви- 
жущаяся точка имеет в качестве проекций на две взаимно перпендикуляр- 
ные оси AY, AZ две точки, одна из которых движется с постоянной ско- 
ростью a, а другая — со скоростью v, возрастающей вместе с временем, TO 
угловой коэффициент касательной к траектории этой точки равен v/a и траек- 
тория вогнута в сторону возрастания Z. Дальше в Lectiones он очень далеко 
развивает эти идеи и хотя придает их изложению вычурную форму, почти 
от начала до конца по возможности геометрическую и как можно менее 
алгебраическую, тем не менее в этих идеях, по словам Якова Бернулли 
((X XIII), τ. I, стр. 431 и 453), содержится эквивалент значительной части 
исчисления бесконечно малых Ньютона и Лейбница. Те же точно идеи 
служат отправной точкой и Ньютону ((XIXc) и (ХХ)): его «флюенты» суть 
различные величины, являющиеся функциями «времени»— то есть просто 
универсального параметра, а «флюксии»— это их производные по «времени»; 
обоснованная Ньютоном возможность замены в случае надобности парамет- 
ра представлена также и в методе Барроу, хотя и используется послед- 
ним с меньшей гибкостью *). Таким образом, метод флюксий, принятый 


*) Об отношениях между Барроу и Ньютоном см. Osmond, Isaak 
Barrow, His life and time, London, 1944. В письме от 1663 года (cp. St. Р. Вы 
gaud, Correspondence of scientific men... Oxford, 1841, т. II, стр. 32—33) 
Барроу сообщает о своих старых соображениях относительно сложения 
движений, которые привели его к весьма общей теореме о касательных (если 
речь идет о теореме из Lect. Geom., лекция X ((X VIII), стр. 247), то, дей- 
ствительно, она настолько обща, что содержит в качестве частного случая 
все, что было сделано до него в этом направлении). С другой стороны, Ньютон 
был учеником Барроу в 1664 и в 1665 годах, однако он утверждает, что свое 
правило для вывода из соотношения между «флюентами» соотношения между 
их «флюксиями» он получил независимо. Вполне вероятно, что Ньютон перенял 
от Барроу общую идею’ величин как функций времени и идею скорости их 
изменения — понятия, уточнению которых сразу же способствовали его 
соображения, относящиеся к динамике (от которых Барроу был весьма далек). 


174 ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК (ГЛАВЫ I — III) 


Ньютоном и в силу авторитета его автора вошедший в употребление среди 
английских математиков следующего века, представляет собой за инте- 
ресующий нас период последнее достижение кинематических методов, которые 
уже сыграли свою роль. 

С) Алгебраическая геометрия. Эта привходящая тема, стоящая в CTO- 
роне от предмета нашего очерка, вводится потому, что Декарт из склонности 
к систематике пытался сделать предметом геометрии исключительно алге- 
браические кривые ((X), т. VI, стр. 390); поэтому при определении каса- 
тельных он пользуется методом алгебраической геометрии, а не дифферен- 
циального исчисления, как это делает Ферма. Оставшиеся нам от древних 
результаты относительно пересечения прямой и конического сечения, с00б- 
ражения самого Декарта о пересечении двух конических сечений и вопросы, 
которые при этом возникали, вполне естественно, натолкнули его на мысль 
взять в качестве критерия касания слияние двух точек пересечения; теперь 
мы знаем, что в алгебраической геометрии это корректный критерий и 
настолько общий, что не зависит от понятия предела и от природы «основ- 
ного тела». Вначале Декарт применяет его не совсем удачно: он пытается 
устроить слияние в одну заданную точку двух точек пересечения изучаемой 
кривой и окружности с центром на оси Ох (X, т. УТ, стр. 413—424); его после- 
дователи ван Скоотен и Хюдде заменили окружность прямой и получили 

A 
My 
= 0, где «производные многочлены» Fx, Fy определены посредством фор- 
мального правила для их вычисления ((Х bis), т. Г, стр. 147—344 и (XXII), 
стр. 234—237); примерно в то же время к этому результату пришел и де Слюз 
((XXII), стр. 232—234). Разумеется, отмеченные здесь различия, кото- 
рые только и могут придать смысл научному спору между Декартом и Ферма, 
никоим образом не могли существовать в умах математиков ХУП века; 
мы упомянули о них лишь для того, чтобы осветить один из наиболее досто- 
примечательных эпизодов интересующей нас истории и чтобы констатировать 
последовавшее почти сразу за ним полное исчезновение алгебраических 
методов, временно поглощенных методами дифференциальными. | 

D) Классификация задач. Выше уже говорилось о том, что эта тема, 
видимо, отсутствует в трудах Архимеда, которому довольно безразлично, 
решать ли задачу прямо или сводить ее к уже решенной задаче. В ХУП веке 
задачи, связанные с дифференцированием, появились вначале в трех раз- 
личных аспектах: скорости, касательные, максимумы и минимумы. Что 
касается последних, то Кеплер (У) делает наблюдение (которое имеется 
уже у Орезма *) и частично даже у вавилонских астрономов), что изменение 
функции является особенно медленным в окрестности максимума. Начиная 
с 1630 года ((XIb); cp. (XI), τ. II, стр. 71) Ферма в связи с задачами на макси- 
мум и минимум закладывает начало своему методу бесконечно малых, который 
на современном языке сводится в конечном итоге к нахождению двух первых 


выражение — 


для углового коэффициента касательной к кривой F (x, у) = 


*) Н. Wieleitner, Der «Tractatus de latitudinibus formarum» 
des Oresme, Bibl. Mat. (ПТ), т. 13 (1912), стр. 115—145, особенно стр. 141. 
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членов (постоянный член и член первого порядка) разложения Тейлора 
и к записи того, что в точке экстремума второй член обращается в нуль; 
из этого он исходит при распространении своего метода определения каса- 
тельных и даже применяет такой образ действий для нахождения точек 
перегиба. Если при этом принять во внимание сказанное выше по поводу 
кинематики, то. станет ясно, что объединение трех типов задач, связанных 
с первой производной, произошло довольно рано. Что же касается задач, 
связанных CO второй производной, то они появляются лишь значительно 
позднее и в основном в работах Гюйгенса об эволюте кривой (опубликованы 
в 1673 году в его Horologium Oscillatorium (ХУ Ib)); к этому моменту Ньютон 
с его флюксиями уже обладал всеми аналитическими средствами, необхо- 
димыми для решения таких задач; и несмотря на весь геометрический талант, . 
который вложил Гейгенс в эти задачи (и из которых гораздо позже взяла 
свое начало дифференциальная геометрия), они в рассматриваемый период. 
служили разве лишь тому, чтобы подтвердить силу методов нового анализа. 

Что касается интегрирования, то оно возникло у древних греков как 
вычисление площадей, объемов, моментов, как вычисление длины окруж- 
ности и площадей сферических сегментов; ХУП век прибавляет к этому 
спрямление кривых, вычисление площади поверхностей вращения и (с рабо- 
tamu Гюйгенса о сложном маятнике (XVIb)) вычисление моментов инерции. 
Прежде всего встал вопрос об установлении связи между всеми этими зада- 
чами. Для площадей и объемов первый и огромнейший шаг в этом направле- 
нии был сделан Кавальери в его Геометрии неделимых (УТа). Там он выска- 
зал и пытался доказать примерно следующий принцип: если две фигуры 
на плоскости таковы, что при пересечении их любой прямой, параллельной 
заданному направлению, получаются отрезки, длины которых находятся 
в постоянном отношении, то площади этих фигур находятся в том же отно- 
шении; аналогичный принцип сформулирован для объемов, пересекаемых 
плоскостями, параллельными фиксированной плоскости, так, что полу- 
ченные площади находятся в постоянном отношении. Возможно, что этот 
принцип был подсказан Кавальери теоремами такого типа, как теоремы 
Евклида (или скорее Евдокса) об отношении объемов пирамид одинаковой 
высоты, и что прежде чем высказать этот принцип в общем виде, он сначала. 
удостоверился в его справедливости на большом числе примеров, взятых 
y Архимеда. Он «подтверждает» этот принцип рассуждением; о законности 
которого спрашивал Галилея в письме от 1621 года, тогда как уже в 1622 г. 
OH пользуется им без колебаний ((ПТ), т. ХПГ" стр. 81 и 86), и которое: 
заключается в следующем. Пусть, например, имеются две области: одна 
из них определяется условиями O<2x<a, 0<усх { (2), 8 прут --- 


условиями 0 < х<а, 0<y< Е (x); отношение сумм ординат > 7 (=) 


Σ 

и Х 8 (5 2) при достаточно больших п сколь угодно близко к отношению. 
k=0 | 

двух площадей, что для монотонных f и g было бы даже нетрудно доказать. 
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методом исчерпывания; Кавальери переходит к пределу, полагает п = со 
и говорит о «сумме всех ординат» первой кривой, которая находится к ана- 
логичной сумме для второй кривой в отношении, строго равном отношению 
площадей; точно так же и для объемов; и это рассуждение было в дальней- 
шем повсеместно принято даже такими авторами, как Ферма, которые имели 
наиболее ясное представление о кроющихся в нем фактах. Правда, позже 
многие математики, как, например, Роберваль (VIIIa) и Паскаль (XIIb), 
предпочитают под этими ординатами кривой, из которых составляется «сумма», 
понимать не отрезки прямой, как у Кавальери, а прямоугольники 
с одинаковой бесконечно малой высотой, что само по себе не является таким 
уж большим шагом вперед с точки зрения строгости (что бы ни говорил 
06 этом Роберваль), однако, может быть, препятствует воображению слишком 
легко сходить с правильного пути. Во всяком случае в той мере, в какой 
речь идет лишь об отношениях, выражение «сумма всех ординат» кривой 
y = f(x) или сокращенно «все ординаты» кривой в конечном счете, как, 
например, хорошо показано в работах Паскаля, представляет собой точ- 


ный эквивалент интеграла \ y dx Лейбница. 
ый 


Из рассуждения, проведенного Кавальери, сформулированный выше 
принцип вытекает бесспорно и влечет за собой следствия, которые мы сфор- 


мулируем в современной терминологии, условившись, что \ f ах здесь озна- 
L 


чает просто площадь, заключенную между осью Ох и кривой у=} (x). Прежде 
всего, площадь любой плоской фигуры, которая при пересечении ее каждой 


прямой x—const дает отрезки, сумма длин которых есть } (x), равна \ f dx; 


то же самое имеет место для любого объема, в котором при пересечении 
каждой плоскостью x = const получаются фигуры с площадью, равной } (x). 


Далее, интеграл \ f dx линеен относительно f; так, 


\ +8) da—\ far+\ gaz, \ οἱ dee \ fae. 


В частности, все задачи на площади и объемы сводятся к квадратурам, TO есть 
к вычислению площадей вида \ ] dx; и, что, быть может, является еще более 


новым и важным, это то, что две задачи, зависящие от одной и той же квадра- 
туры, должны рассматриваться как эквивалентные, и существует способ 
выяснить в каждом отдельном случае, имеется ли эта зависимость. Греческие 
математики никогда не достигали (или, быть может, никогда не пытались до- 
стигнуть) такой степени «абстракции». Так ((VI), стр. 133), Кавальери без 
всякого труда «доказал», что объемы двух подобных тел находятся между со- 
бой в отношении, равном кубу отношения подобия, тогда как Архимед сформу- 
лировал то же самое заключение для квадрик вращения и их сегментов лишь 
в терминах своей теории этих тел ((II), т. I, стр. 258). Но для того, чтобы 
прийти к-этому, потребовалось отбросить присущую Архимеду строгость. 
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Следовательно, это давало способ классифицировать задачи, по край- 
ней мере предварительно, по степени действительной или кажущейся труд- 
ности тех квадратур, к которым они сводятся. Моделью для этого служила 
алгебра того времени, так как в алгебре и в алгебраических задачах, воз- 
никающих в геометрии, в отличие от древних греков, интересовавшихся 
лишь их решением, алгебраисты XVI u XVII веков начали переносить свое 
основное внимание на классификацию задач, следуя природе способов, © 
которые могут служить для их решения, предвосхитив, таким образом, сов- 
ременную теорию алгебраических расширений; они не только провели пред- 
варительную классификацию задач по степеням уравнений, от которых 
они зависят, но и поставили различные вопросы о возможности: возмож- 
ности разрешить всякое уравнение в радикалах (в которую многие больше 
не верили) ит. д. (см. Исторический очерк к книге П, гл. У); они были 
также озабочены сведением к типичной геометрической форме всех задач 
заданной степени. Также и в интегральном исчислении принцип Кавальери 
заставляет сразу же признать, что многие решенные Архимедом задачи 


сводятся к квадратурам | x" dx для п = 1,2, ὃ; Кавальери придумал остро- 


умный способ выполнить эту квадратуру для каких угодно значений п (спо- 
2а 


соб сводится к следующему: замечая, что всилу однородности \ нае RER 


` 


и записывая 


2а a 


( а" a (a x)" dx = \ (a+z)" +(a— xz)"] ах, 


fi 0 


LA 


после раскрытия скобок получаем рекуррентное соотношение для c,) ((V 14), 
стр. 159 и (VIb), стр. 269—273). Но уже Ферма продвинулся гораздо дальше, 


a 
n+1 
доказав прежде всего (ранее 1636 года) формулу \ ande = —— 


τ для целого 
положительного п ((ХП, т. II, стр. 83) посредством формулы для сумм сте- 
пеней первых N целых чисел (способ, заимствованный из квадратуры спи- 
рали Архимеда), а затем распространив ту же формулу на любое рацио- 
нальное п == —1 ((XI), т. I, стр. 195—198); доказательство этого последнего 
результата (который он сообщил Кавальери в 1644 году) он изложил зна- 
чительно позже, после прочтения работ Паскаля по интегрированию *) (XIc). 


*) Примечательно, что Ферма, такой приверженец точности, в прило- 
жениях, которые OH сделал из своих общих результатов, использовал адди- 
тивность интеграла, ни слова не сказав в ее подтверждение: быть может, 
он основывался на неявно допускаемой кусочной монотонности изучаемых 
им функций, используя которую, действительно нетрудно убедиться в адди- 
тивности при помощи метода исчерпывания? Или, возможно, он, вопреки 
себе, увлекся рассуждением, которым пользовался? 


12 н. Бурбаки 
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Эти результаты, в соединении с геометрическими соображениями, CBA- 
занными с заменой переменных и интегрированием по частям, уже позво- 
ляют решить большое число задач, сводящихся к элементарным квадра- 
турам. Кроме того, мы встречаемся с квадратурой круга и квадратурой 
гиперболы. Так как в то время речь шла в основном о «неопределенных 
интегралах», то решение этих задач в современных терминах осуществля- 
_ лось соответственно при помощи обратных круговых функций и логарифма; 
что касается первых, то они были введены геометрически, а относительно 
логарифма мы видели, как он постепенно внедрялся в анализ. Эти квадра- 
туры явились предметом большого числа работ: Григория де Сен-Винсен- 
та (IX), Гюйгенса ((X VIc) m(XVId)), Валлиса (X Va) иДж. Грегори (XVII); 
первый считал, что он осуществил квадратуру круга, а последний, —что дока- 
зал трансцендентность числа л; всех их объединяет то, что в их работах 
развивались методы бесконечного приближения круговых и логарифмиче- 
ских функций, у одних — с теоретическим уклоном, у других — с вычисли- 
тельным, и эти методы сразу же, благодаря Ньютону ((XIXa) и (XIXb)), 
Меркатору (XIII), Грегори (XVII bis) и затем Лейбницу (XXII) при- 
мкнули к общим методам разложения в ряд. Во всяком случае постепенно 
укреплялось убеждение в «неразрешимости» этих квадратур, то есть в неалге- 
браическом характере определяемых ими функций, и в то же время суще- 
ствовала привычка считать, что проблема решена, насколько это возможно 
_ по ее природе, когда она сведена к одной из этих «неразрешимых» квадратур. 
Примером тому могут C: ужить задачи о циклоиде, решавшиеся при помощи 
круговых функций, и о Se RUN параболы, сведенной к квадратуре 
гиперболы. 

Задачи спрямления, из которых мы только что указали две из числа 
наиболее- знаменитых, имели особое ‘значение, ибо ‘создавали естественный 
геометрический переход между дифференцированием, из которого они исхо- 
_ HAT, и интегрированием, к которому они приводятся; к ним же можно отнести 
и задачи о площади поверхностей вращения. Древние математики рассмат- 
ривали лишь случай круга и сферы. В ХУП веке эти вопросы появляются 
довольно поздно; судя по всему, тормозом послужила непреодолимая для 
того времени трудность в задаче о спрямлении эллипса (который считался 
самой простой кривой после круга). Некоторый подход к этим задачам дают 
кинематические методы, позволившие Робервалю (УПТЬ) и Торричелли 
(ΥΠ), т. ΠΙ, стр. 103—159) между 1640 и 1645 годами получить результаты, 
относящиеся к дуге пиралей; но на очередь дня. они становятся лишь непо- 
средственно перед 1660 годом; циклоида спрямлена Вреном в 1658 году 
((ХУ), т. I, стр. 533—544); немного позже кривая y? = ax? спрямлена 
‘различными авторами ((XVd), т. I, стр. 551—553; (X bis), erp. 517—520; 
(Х 14); а затем многие авторы ((XI), т. Г, стр. 199, (XVI), т. II, στρ. 334) 
сводят спрямление параболы к квадратуре гиперболы (то есть к алгебраико- 
логарифмической функции). Последний пример наиболее важен, так как 
это частный случай общего принципа, согласно которому  спрямление 
кривой у= f(x) является не чем иным, как квадратурой кривой 


ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК (ГЛАВЫ I — IM 179 


y=V 1 + (ГР (x))?; именно из этого принципа и выводит ero Эйра. He менее 
интересно проследить за догадками уже немолодого Ферма в его работе oO Kpy- 
вой y3—= ax? (XId); с кривой y=f (x), имеющей дугу $= (x), он связывает 
кривую у = g (x) и определяет касательную к последней, исходя из каса- 
тельной к первой кривой (по-современному, он доказывает, что их угло- 
вые коэффициенты f’ (x), g’ (x) связаны соотношением (g’ (x))? = 1-+(f’ (x))?); 
это очень близко к тому, что сделал Барроу, и достаточно лишь комбини- 
ровать этот результат с результатом Эйры (что примерно и делает Грегори 
в 1668 году ((XVIIbis), стр. 488—491), чтобы получить соотношение между: 
касательными и квадратурами; однако Ферма утверждает лишь, что если 
для двух кривых, каждая из которых отнесена к прямоугольной системе: 
координат, касательные в точках с одинаковыми абсциссами всегда имеют 
одинаковый наклон, то кривые равны, или, другими словами, что знание 
Г (x) определяет f(x) (с точностью до постоянной); он это утверждение 
обосновывает лишь туманным рассуждением, не имеющим никакой убеди- 
тельной силы. 

Менее чем десять лет спустя появились Lectiones Geometricae Барроу 
(XVIII). С самого начала (лекция Г) он положил в основу, что в прямо- 

t 


линейном движении пути пропорциональны площадям \ v dt, заключенным 


0 
между осью времени и кривой скоростей. Можно было ожидать, что из этого 


и из кинематического метода, уже применявшегося для определения каса- 
тельных, он сделает вывод о связи между производной, понимаемой как 
угловой коэффициент касательной, и интегралом, понимаемым как площадь; 
но ничего подобного он не делает и в дальнейшем чисто геометрическим 
путем доказывает ((X VIII), лекция X, $ 11, стр. 243), что если две кривые 
y = f(x), У =F (x) таковы, что ординаты кривой У пропорциональны 


x x 


площадям \ y dx ( то есть если cF EN f (x) de) ‚ TO касательная к 


a a 
Y= F (x) пересекает ось Ox в точке с абсциссой x = T, определенной урав- 
С 
нением > = 7p ; При этом доказывает совершенно точно, исходя из явно вы- 


сказанного предположения о том, что} (х) MOHOTOHHA, и утверждает, что на- 
правление изменения функции] (х) определяет направление вогнутости кри- 
вой У =Р (x). Заметим, однако, что эта теорема несколько теряется среди 
множества других, многие из которых более интересны; у неискушенного 
читателя возникает соблазн видеть в ней лишь средство решать при помощи 
У _ 18) 

1. С 

вой, исходя из данных относительно ее касательной (или, как мы сказали 
бы, дифференциальное уравнение специального вида); и это тем более так, 
что приложения, которые Барроу дает этому результату, относятся прежде 
всего к задачам подобного типа (то есть к дифференциальным уравнениям, 


12* 


квадратуры задачу ‚ то есть некоторую задачу определения кри- 
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интегрируемым методом «разделения переменных»). Геометрический 
язык, которым пользуется Барроу, является причиной того, что связь между 
дифференцированием и интегрированием, такая ясная, когда речь идет 
о кинематике, в данном случае несколько затемнена. 

С другой стороны, различные методы приняли форму, которая позволяла 
сводить одни задачи на интегрирование к другим и «решать» их или сводить 
K «неразрешимым» задачам, уже классифицированным. В своей наиболее 
простой, геометрической форме интегрирование по частям состоит в том, 
что площадь, заключенная между осями Ох, Оу и дугой монотонной кривой, 
соединяющей точку (a, 0) оси Ох с точкой (0, b) оси Оу, записывается в виде 


а b 

\ ua | x dy; эта формула часто используется в неявном виде. У Пас- 
0 0 

каля ((XIIc), стр. 287—288) появляется следующее, уже гораздо более скры- 


Toe обобщение: пусть f (x) удовлетворяет сформулированным выше условиям, 
x 


пусть g (x) — неотрицательная функция, и пусть G (x)= \ g (x) ах; тогда 
0 


имеет место формула 
< b 


\ ve(adz = | G(x) ay, 
0 


жоторую OH остроумно доказывает, вычисляя Двумя различными способами 


объем тела 0 < ха, 0 < у< }{#(*), 0 < < g(x); частный случай g (x) = 
τὶ 
— 2", G (x) =—_- . играет важную роль, причем одновременно и y Паскаля 
(nat. соч., стр. 289—291), x y Ферма ((XI), т. I, стр. 271); последний (работа 
которого носит знаменательное название: «Трансмутация и исправление 
уравнений кривых и их различные приложения к сравнению между собой 
криволинейных площадей и сравнению их с прямолинейными площадями...>) 
его не доказывает, без сомнения, потому, что он уверен в бесполезности 
повторять то, что Паскаль только что опубликовал. Эти теоремы о «транс- 
мутации», в которых мы усмотрели бы сочетание интегрирования по частям 
с заменой переменных, в какой-то мере заменяют эту последнюю, которая 
была введена значительно позднее; и действительно, образу мышления 
того времени, еще слишком геометрическому и весьма мало аналитическому, 
несвойственно было позволить употребление других переменных, кроме 
‘Tex, которые определяют фигуру, то есть кроме тей или другой из координат 
(часто это были полярные координаты) и дуги кривой. Точно так же и y Пас- 
каля (Ха) мы находим результаты, которые в современных обозначениях, 
если положить х = cost, у = sin é, для частного вида функций имеют вид 


д 
1 2 
\r@d=\ f(x) y dt, 
0 0 
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и y Грегори ((XV Ibis), стр. 489) для кривой y = | (x) и ее дуги 5, \ y ds == 


= \ z dx, где z= yV 1+ y’2. И только в 1669 году, какмы знаем, Барроу 


eo 
был в состоянии дать общую теорему о замене переменной ((X VIII), стр. 298— 
299); ее формулировка, как всегда геометрическая, сводится к следующему: 
пусть 2 U y связаны монотонным соотношением, и пусть р — наклон гра- 
фика этого соотношения в точке (x, у); тогда, если функции f (x) и g (y) 


1 (x) 


таковы, что а р для любой пары соответствующих значений (x, У), 


то площади \ f(x) dx и \ g (у) dy, взятые в соответствующих пределах, 


[2] 
равны; и обратно, если эти площади всегда равны (f и $ предполагаются 
» x 
неявно имеющими постоянный знак), TO pals; обратное предложение, 


естественно, даст возможность применить теорему к решению дифферен- 
циальных уравнений (методом «разделения переменных»). Однако теорема 
была помещена Барроу лишь в приложении (лекция XII, прил. ПТ, теор. IV), 
где, сделав наблюдение, что многие из его предыдущих результатов являются 
лишь ее частными случаями, он сожалеет о том, что открыл ее слишком 
поздно для того, чтобы лучше ее использовать. | 

Итак, к 1670 году положение дел таково. Известны единообразные 
приемы, при помощи которых можно решать задачи, связанные с первой 
производной, и Гюйгенс подошел вплотную к разработке геометрических 
вопросов, связанных CO второй производной. Известно, как сводить задачи 
на интегрирование к квадратурам; имеются различные приемы геометри- 
ческого характера для того, чтобы сводить одни квадратуры к другим в том 
случае, если они неудачны, и при этом свободно обращаются к круговым и 
логарифмическим функциям; осознана связь между дифференцированием 
и интегрированием; началось изучение «метода, обратного касательным» 
— название, данное в то время задачам, сводящимся к дифференциальным 
уравнениям первого порядка. Сенсационное открытие Меркатора —ряд 

Ὃς ᾿ 
log (за) ----- >, = — только что открыло совсем новые перспек- 
1 

тивы для применения рядов, в основном степенных, к задачам, называе- 
мым «неразрешимыми». Зато ряды математиков сильно поредели: Барроу 
сменил кафедру профессора на кафедру проповедника, и если не считать 
Гюйгенса (математическая сторона творчества которого уже позади: он полу- 
чил все основные результаты своего Horologium Oscillatorium, которые соби- 
рается окончательно изложить), то активными являются лишь Ньютон 
в Кембридже и Грегори, работающий в одиночестве в Абердине, да к ним 
еще вскоре с рвением молодого энтузиаста подключится Лейбниц. Все трое: 
Ньютон уже начиная с 1665 года, Грегори — после опубликования откры- 
тия Меркатора в 1668 году, а Лейбниц — примерно с 1673 года — 
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занимаются главным образом злободневной темой — степенными рядами. 
Однако с точки зрения классификации задач основное действие новых методов 
состоит в сглаживании между ними всякого различия; и действительно, Нью- 
тон, более аналитик, чем алгебраист, уверенно сообщает Лейбницу в 1676 году 
((X XII), стр. 224), что он умеет решать все дифференциальные уравнения *); 
на это Лейбниц отвечает ((X XII), стр. 248—249), что, напротив, речь 
идет о том, чтобы каждый раз, когда это возможно, получать конечное 
решение, «допуская квадратуры», а также о том, чтобы знать, всякая 
ли квадратура может быть сведена к квадратурам круга и гиперболы, 
что было установлено в большинстве уже изученных случаев; по этому 
поводу он напоминает, что Грегори считал (и, как мы теперь знаем, не 
без оснований) спрямление эллипса и гиперболы неприводимым к квадра- 
турам круга и гиперболы; и Лейбниц спрашивает, до какой степени ме- 
тод рядов в том виде, как его использует Ньютон, может давать ответ 
на эти вопросы. Ньютон со своей стороны сообщает, что он располагает 
критерием, который он не указывает, для того, чтобы решить, вероятно 
путем рассмотрения рядов, вопрос о «возможности» некоторых квадратур 
{в конечном виде) и приводит в качестве примера (очень интересный) 


ряд для интеграла \2 ur, 

Наблюдается громадный сдвиг, произшедший менее чем за десять лет: 
вопросы классификации в вышеуказанной переписке ставятся уже в тер- 
минах совсем современных; если один из этих вопросов, поднятый Лейбни- 
цем, решен в XIX веке при помощи теории абелевых интегралов, то другой 
вопрос — о возможности сведбёния заданного дифференциального уравнения 
к квадратурам — все еще открыт, несмотря на важные работы последнего 
времени. Это происходит оттого, что уже Ньютон и Лейбниц, независимо 
друг от друга, сводили к алгоритму основные операции исчисления бес- 
конечно малых; достаточно в обозначениях, служивших одному из них, 
записать задачу о квадратуре или о дифференциальном уравнении, чтобы 
сразу же выявилась ее алгебраическая структура, освобожденная от ее гео- 
метрической оболочки; методы «трансмутации» тоже записываются в про- 
стых аналитических обозначениях; проблемы классификации ставятся 
точно. В смысле математики ХУП век закончился. 

Е) Интерполирование и исчисление конечных разностей. Эта тема (к кото- 
рой мы причисляем и изучение биномиальных коэффициентов) возникает 
рано и разрабатывается на протяжении всего века одновременно в теорети- 
ческом и практическом направлениях. Одной из крупных задач эпохи была 


задача составления тригонометрических, логарифмических, навигационных 
таблиц, сделавшихся необходимыми из-за быстрого развития географии, 


*) При этом обмене письмами, происходящем не непосредственно 
между ними, а официально, через секретаря Королевского общества, Ньютон 
делает «первый ход», формулируя свой метод в виде анаграммы daccdae 
10effh 121... rrrssssttuu, в которой содержится метод решения при помощи 
степенного ряда с неопределенными коэффициентами ((XXII), стр. 224). 
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навигации, теоретической и практической астрономии, физики, небесной 
механики; и многие из. наиболее крупных математиков, начиная от Кеплера 
и кончая Гюйгенсом и Ньютоном, участвовали в этом либо непосредственно, 
либо при помощи теоретических изысканий наиболее Е аппро- 
ксимативных методов. 

Одна из первых задач, возникающих при использовании и даже при 
составлении таблиц,— это задача интерполирования; и по мере того, как 
повышается точность вычислений, в ХУП веке замечают, что античный 
способ линейной интерполяции теряет свою ценность, как только первые 
разности (разности между последовательными значениями, фигурирующими 
в таблицах) заметно отклоняются от постоянных; так, например, у Бригга *) 
мы находим употребление разностей высших порядков, и даже довольно 
высоких, при вычислении логарифмов. Позже Ньютон ((XIXd) и (ХХ), 
книга ПТ, лемма 5) **) и Грегори ((ХУП bis), стр. 119—120), независимо 
друг от друга, продолжают исследования по интерполяции и по степенным 
рядам; впрочем, оба они различными путями приходят, с одной стороны, 
к интерполяционной формуле для многочленов, называемой «формулой 
Ньютона», а с другой стороны, к биномиальному ряду ((X VII bis), стр. 131; 
(XXII), стр. 180) и к основным разложениям в степенной ряд классического 
анализа ((X VII bis), (XIXa и 4) и (XXII), стр. 179—192 и 203—225); почти 
не возникает сомнения в том, что эти два направления исследований не влияли 
друг на друга и не были тесно связаны в уме Ньютона с открытием основ 
исчисления бесконечно малых. У Грегори, как и у Ньютона, чувствуется 
большой интерес к практическим вычислениям, к составлению и использо- 
ванию таблиц, к вычислению рядов и интегралов; в частности, хотя мы 
не находим у них ни одного строгого доказательства сходимости вроде выше- 
указанного доказательства лорда Броункера, оба они постоянно упоми- 
нают о сходимости своих рядов с точки зрения их практической пригодности 
к вычислениям. Именно Ньютон в ответ на поставленную Коллинзом при- 


кладную задачу ***) применяет к приближенному вычислению суммы 
N 


> Bi для больших значений М метод суммирования, называемый 
p=1 пр 
методом Эйлера — Маклорена. 

Довольно рано также встречается вычисление значений функции по ее 
разностям, употребляемое в качестве практического метода интегрирования 
и даже, можно было бы сказать, интегрирования дифференциального урав- 
нения. Так, Райт в 1599 году, решая в связи с навигационными таблицами 


1 


dx 
задачу, которая в современных обозначениях имела бы вид — Ar; = sec ET aa N 


*) H. Briggs, Arithmetica logarithmica, London, 1624, гл. XIII. 
**) См. также D. С. Fraser, Newtons Interpolation. Formulas, Journ. 
Inst. Actuaries, т. 51 (1918), стр. 77—106, 211—232, ит. 58 (1927), стр. 53—95 
(статьи, перепечатанные в виде брошюры, Лондон (без даты)).- 
***) Ср. St. P. Rigaud, Correspondence of scientific men..., Oxford, 
1841, T. II, crp. 309—310. : 


„ 
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производит сложение значений функции Sec # для последовательных интер- 
валов дуги в одну секунду *) и получает, естественно, почти в точности 


5 Ἐς 
таблицу значений функции log tg (Στ) ; И это совпадение, замеченное 


уже при вычислении первых таблиц для log tg &, останется необъясненным 
вплоть до интегрирования функции sec ¢ Грегори в 1668 году ((XVIIc) 
и (ХУПЫ5), стр. 7 и 463). 

Однако эти вопросы имеют и чисто теоретическую и даже арифметиче- 
скую сторону. Условимся обозначать через A’x, последовательности, 
состоящие из последовательных разностей некоторой последовательности 
(x,) NEN, определенных по индукции посредством соотношений Ax, = 
= Intl — ην Aa) = А (А 1%), а через ST условимся обозначать опера- 
цию, обратную к A и ее итерациям, полагая, таким образом, y, = Sz,, 
0 
(пр —1 


p= 

er vy 0, Ay, =, a S's, 657); тогда Ste, = eS core Тр; 
: τὸ ----γ 

в частности, если т, —= 1 для любого п, то Sz, = п, последовательности 572, 

и 535, являются последовательностями «треугольных» и «пирамидальных» 


чисел, уже изучавшихся греческими арифметиками, а в общем случае имеем 


à | 
Ss’, = ( = - для n>r (и 65"х, =0 для п г); таким образом, эти после- 


довательности появились во всяком случае не позже X VI века; они возникли 
в комбинаторных задачах, которые как сами по себе, так и в связи с вероят- 
ностями играли довольно’ большую роль в математике XVII века, например 
У Ферма и Паскаля, а затем у Лейбница. Они встречаются также в выра- 
жении суммы для т-х степеней первых N натуральных чисел, вычисление 
которой, как мы уже видели, служит основой для нахождения интеграла 


\ x" dx при целом т в первом методе Ферма ((ХП, τ. II, стр. 83). Точно 


так же поступает и Валлис в 1655 году в своей Arithmetica Infinitorum (ХУа), 
не зная (неопубликованных) работ Ферма и, по его словам, не зная о методе 
неделимых ничего, кроме того, что изложено в лекциях Торричелли; правда, 
Валлис, стремясь к цели, не задерживается на строгом исследовании: как 
только результат получается для первых т целых чисел, он полагает его 
верным «по индукции» для любого целого т, корректно переходит от него 
1 
к т — - для целых п, а затем при помощи «индукции», еще более упрощен- 
ной, чем первая, к произвольному рациональному т. Но его работы инте- 


ресны и оригинальны тем, что он от этого постепенно поднимается к изучению 
1 1 


ος m 
«эйлерова» интеграла I (m, п) = \ (1—х )" dx (значение которого для т 
0 


*) Ed.Wright, Table of Latitudes, 1599 (cp. Napier Memorial Volume, 
1914, cıp. 97). 
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T(m-+1)T(n-+A) 


и n>( равно Tm-+n-+1) и других подобных интегралов, составляет 


для целых т и п таблицу значений выраженият (и п), которая оказывается 
? 


Ä m+n 
нечем иным, как таблицей целых чисел ( à ) ‚ и ΠΡ помощи методов, поч- 


ти тождественных тем, которые в настоящее время служат для изложения 
теории Ея. приходит к бесконечному произведению для 


3 2 
1e : 5)=4 ΞΕ (5 ) ; впрочем, его метод нетрудно сделать. 
корректным ΠΡ помощи интегрирования по частям и очень 
простых замен ee рассматривая интеграл Ι (т, п) для 


всех вещественных значений т и п, о чем он едва ли MOT ΠΟΜΡΠΠΠΗΤΡ, 
но что анализ Ньютона сразу сделал возможным. Во всяком случае именно 


m—n 
осуществленное Валлисом «интерполирование» целых ( - ) на неце- 


me 5 
лые значения т (точнее, на значения вида п τ ΟΝ ‚ где р — целое 


нечетное) служило отправной точкой начинающему Ньютону ((X XII), 
стр. 204—206) и привело его сначала путем изучения частного случая 


р 
(1 — +2)2 к биномиальному ряду, а отсюда к введению функции 2° (так же 


и обозначенной) для любого действительного a и к дифференцированию x” 
посредством биномиального ряда; при этом OH не особенно старается давать. 
доказательства и даже строгие определения; далее, замечательным его откры- 


тием был вывод \ x" dx при а == —1 из производной для α΄ ((XIXa) u(XXII), 


стр. 225). Впрочем, хотя он быстро овладел многими более общими мето- 
дами разложения в степенной ряд, такими, как метод, называемый MHOTO- 
угольником Ньютона (для алгебраических функций) ((X XII), стр. 221), 
и метод неопределенных коэффициентов, он много раз с явным предпочте- 
нием обращается к биномиальному ряду и его обобщениям; и именно из него» 


он, по-видимому, получил разложение интеграла \ x (1-Е 7) dx, о KOTO- 


ром говорилось выше ((X XII), стр. 209). 

Тем временем на континенте эволюция идей протекает совсем другим: 
путем, гораздо более абстрактным. Паскаль, наряду с Ферма, занимается 
изучением биномиальных коэффициентов (из которых он составляет то, что. 
он называет «арифметическим треугольником») и применением их к исчис- 
лению вероятностей и к исчислению конечных разностей; когда он переходит 
к интегрированию, он и туда вводит Te же идеи. Как и его предшественники, 

x 


при применении метода неделимых OH понимает интеграл F (x)= \ f (x) da 
: 0 
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как отношение «суммы всех ординат кривой» 


(а 


0<p<Nx 


к «сумме единиц» N = У 1 для N=oo ((XIIb), стр. 352—355) (когда 
0<p<N | 
же он от этого метода переходит к корректному методу исчерпывания, то OH 
понимает вышеуказанный интеграл как предел этого отношения при неогра- 
ниченно возрастающем N). Но занимаясь проблемами моментов, он обна- 
руживает, что когда речь идет о дискретных массах yj, удаленных друг 
OT друга на равные расстояния, то вычисление общей массы сводится к опе- 
рации Sy,, определенной выше, а вычисление момента — к операции S2y, ; 


+ 
то аналогии OH повторяет операцию \ ᾿ чтобы составить то, что он назы- 


вает «треугольными суммами координат», и значит, на нашем языке, 
x 


n 
пределы сумм Ν-252 ( 7 (т)) ‚ то есть интегралы / 0 (x)= \ F (x) 4х; 
0 


x 


новая итерация дает ему «пирамидальные суммы» F3 (x) = | Ро (x) dx, TO есть 
: 0 


Ра Ὁ 
зтределы для N 353 ( 7 τ N ; при этом контекст достаточно ясно свидетель- 


ствует о том, что если он останавливается на этом шаге, то вовсе не из-за 
недостатка общности идей или метода, а лишь потому, что он собирается 
пользоваться лишь этими суммами, систематическое употребление которых 
„лежит в освове значительной части его результатов и для которых он сразу 
же доказывает свойства, в наших обозначениях имеющие вид 


x 


ds. ο 1 : 
= \ (2—и) (аи, Fs (a= \ @—u)2 (u) du 
0 os 


(X IIb), стр. 361—367); все это изложено им без единой формулы, HO таким 
‘прозрачным языком и настолько точно, что все сразу же можно переложить 
на формулы, как это только что было сделано. У Паскаля, как и у его пред- 
шественников, но только гораздо более четко и систематически, выбор неза- 
висимой переменной (которая всегда является либо одной из координат, 
‚либо дугой кривой) неявно содержится в условии, фиксирующем точки 
разбиения как равноотстоящие (хотя и «бесконечно близкие») точки интер- 
зала интегрирования; эти точки могут лежать либо на оси Ох, либо на оси Оу, 
‚либо на дуге кривой, и Паскаль заботится о том, чтобы в этом вопросе не 
‘оставалось никакой неоднозначности ((XIIb), стр. 368—369). Когда он про- 
изводит замену переменных, то делает это, исходя из принципа, суть кото- 
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рого сводится к тому, что площадь \ 7 (x) dx может быть записана в виде 


суммы 5 (f (x;) Ax;) для любого разбиения интервала интегрирования 
на «бесконечно малые» интервалы, как равные, так и не равные между 
собой ((XIId), стр. 61—68). 

Как мы видим, это уже совсем близко к тому, что есть у Лейбница. 
Можно сказать, что, по счастливой случайности, Лейбниц, когда он захо- 
тел войти в курс дел современных ему математиков, встретил Гюйгенса, 
который тотчас же дал ему работы Паскаля, попавшие к нему ((XXII), 
стр. 407—408); благодаря своим размышлениям, относящимся к комбина- 
торному анализу, Лейбниц был частично подготовлен к чтению этих работ, 
и мы знаем, что он их глубоко изучил и что это отразилось на его творче- 
стве. В 1675 году мы застаем его за приданием' вышеуказанной теореме Пас- 
каля вида ошп (50) =х отп © — отп (отп Ὁ), где отп Ὁ есть сокращен- 
ное обозначение интеграла OT ὦ, взятого в пределах от 0 до x, которое Лейб- 


ниц несколько дней спустя заменяет \o (начальная буква выражения 


«summa Omnium ©») одновременно с введением обозначения d для бесконечно 
малой «разности», или, как он вскоре будет говорить, дифференциала ((X XII), 
стр. 147—167). Понимая эти «разности» как величины, сравнимые между 
собой, но не сравнимые с конечными величинами, он к тому же принимает 
наиболее часто встречающийся как в явном, так и в неявном виде дифферен- 
циал dx независимой переменной x за единицу, dx = 1 (что приводит к ото- 


ау 
ждествлению дифференциала dy с производной 3) ‚ и вначале опускает его 


в своем обозначении интеграла, который, следовательно, появился сначала 


\ 


Kak \ y, a He Kak \ у dx; однако OH недолго медлит с введением последнего 


обозначения и уже систематически придерживается его после того, как 
замечает его инвариантность относительно выбора независимой переменной, 
что избавляет от необходимости постоянно излагать принцип этого выбора *); 
он выражает известное удовлетворение, когда приступает к изучению работ 
Барроу, которые до тех пор оставлял без внимания, констатируя, что общая 
теорема о замене переменной, которой Барроу придавал такое большое зна- 
чение, сразу вытекает из одних его обозначений ((X XII), стр. 42). К тому 
же все эти вопросы стоят очень близко к исчислению конечных разностей, 
из которого его дифференциальное исчисление вытекает при помощи пере- 
хода к пределу, который ему, разумеется, было бы очень трудно строго 
обосновать; поэтому он произвольно настаивает на том, что его принципы 


*) «Предупреждаю, что отбрасывать dx нельзя... часто встречаю- 
щаяся ошибка, которая мешает двигаться вперед из-за того, что тем 
самым лишает эти неделимые, каковой является dx, их общности..., даю-. 
щей бесчисленные трансфигурации и равносильности фигур» ((XXIb), 
стр. 233). | 
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_ применимы одинаково как к одному, так и к другому исчислению. Он, напри- 
мер, определенно ссылается на Паскаля, когда в своей переписке с Иоганном 
Бернулли ((X XI), т. НТ, стр. 156), возвращаясь к своим первым исследо- 
ваниям, приводит формулу, которая представляет собой частный случай 
формулы Ньютона, и выводит из нее путем «перехода к пределу» формулу 


со : 
dr n 


у = + (I 5 or (где y— функция, обращающаяся в нуль для х=0, 
1 
dr 
az" 
ную аналогичной формуле, которую ему сообщил Бернулли ((X XI), т. III, 
стр. 150 u (XXIV), т. I, стр. 125—128) и которую тот доказал при помощи 
последовательного интегрирования по частям. Эта формула, как мы видим, 
очень близка к формуле Тейлора; и в 1715 году Тейлор воспроизводит именно 
это рассуждение Лейбница о переходе к пределу на основе исчисления раз- 
ностей для того, чтобы получить «свой» ряд *), к тому же не извлекая из 
него большой пользы. 

Е) В описанной выше эволюции уже замечается постепенное нарастание 
алгебраизации анализа бесконечно малых, то есть сведение его к onepa- 
ционному исчислению, наделенному системой единых обозначений алгебраи- 
ческого характера. Как много раз с полной определенностью указывал 
Лейбниц ((X XIb), стр. 230—233), речь шла о TOM, чтобы сделать для нового 
анализа то, что сделал Виета для теории уравнений, а Декарт для геометрии. 
Чтобы понять необходимость этого, достаточно прочитать лишь несколько 
страниц у Барроу; ни на один момент нельзя обойтись без того, чтобы не иметь 
перед глазами довольно сложную фигуру, предварительно кропотливо 
описанную; на 100 страниц (лекции У — ХП), которые и составляют основ- 
ное содержание работы, приходится не менее 180 фигур. 

Правда, вопрос об алгебраизации едва ли мог возникнуть до выявления 
какого-нибудь единства среди множества геометрических образов. Однако 
уже Григорий де Сен-Винсент (IX) вводит (под. названием «ductus рат 
т planum») некоторое подобие закона композиции, который сводится к CH- 


— ее производные для значения х переменной величины), эквивалент- 


*) В. Taylor, Methodus Incrementorum directa et inversa, London, 
1715. Что касается исчисления конечных разностей, то Тейлор, естественно, 
мог опираться на результаты Ньютона, содержащиеся в его известной лемме 
из Principia ((XX), книга ПТ, лемма 5) и опубликованной в 1711 году (XIXd) 
в более полном виде. Что же касается перехода к пределу, то он представляется 
типично лейбницевским; и было бы трудно поверить в оригинальность 
Тейлора в этом пункте, даже если бы мы в любую эпоху не имели много- 
численные примеры учеников, игнорирующих чужие работы, за исклю- 
чением работ своего учителя и покровителя. Тейлор не ссылается ни на 
Лейбница, ни на Бернулли; но спор Ньютона с Лейбницем был в разгаре, 
Тейлор был секретарем Королевского общества, а сэр Исаак — его всемо- 
гущим президентом. 
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b 


<тематическому употреблению интегралов \ f(x) g (x) dx, рассматриваемых 


a 

как объемы Tel a<r<bdb, Ox y<f(x), 0< z< g(x); но он далек 
OT того, чтобы получать отсюда следствия, которые, как мы видели, позже 
вывел Паскаль при изучении того же тела. Валлис в 1655 году и Паскаль 
в 1658 году независимо друг от друга проводят рассуждения, носящие алге- 
браический характер и содержащие без единой формулы изложение утвер- 
ждений, которые можно сразу перевести на язык формул интегрального 
исчисления, как только станет понятна суть дела. Язык Паскаля особенно 
ясен и точен; и если непонятно, почему он отказался от употребления алге- 
браических обозначений не только Декарта, но даже Виета, то можно лишь 
восхищаться той силой, которую он смог проявить благодаря непревзой- 
денному мастерству своего языка. 

Однако по прошествии нескольких лет картина меняется. Ньютону 
первому приходит идея окончательной замены всех операций современного 
анализа бесконечно малых, носящих геометрический характер, единствен- 
ной аналитической операцией — дифференцированием и решением обратной 
задачи, операцией, которую, разумеется, метод степенных рядов позволял 
осуществлять с величайшей легкостью. Начиная, как мы видели, свой метод 
€ введения универсального «временного» параметра, он называет «флюен- 
тами» переменные величины, являющиеся функциями этого параметра, 
а «флюксиями» — их производные. Он не придавал особого значения 060- 
значениям, и позже его сторонники пытались представить как преимуще- 
ство отсутствие систематического обозначения; тем не менее у него довольно 
рано для собственного употребления входит в обычай отмечать флюксии 
ах .- δ «κ 
7, Через x, a, — через х, ит. д. Что же касается 
интегрирования, то, по-видимому, Ньютон, как и Барроу, всегда рассматри- 
вал его лишь как задачу (найти флюенту, зная флюксию, то есть решить 


посредством точки, то есть 


уравнение x = f (1), а не как операцию; поэтому у него нет ни названия 
для интеграла, ни, кажется, постоянного обозначения (за исключением 


нескольких случаев квадрата If (9) или []} (¢) для \ f(t) dt). He потому 


ли, что OH считал недопустимым давать название и символ TOMY, что опре- 
деляется не однозначно, а лишь C точностью до аддитивной постоян- 
ной? Отсутствие первоисточника не позволяет ответить на этот вопрос. 

Насколько Ньютону присуща эмпиричность, конкретность и осмотри- 
тельность даже в его наиболее смелых высказываниях, настолько Лейбницу 
свойственна склонность к систематике, обобщению, смелому, подчас даже 
дерзкому новаторству. С юности он вынашивал идею «характеристики», 
или универсального языка символов, который в совокупности человеческой 
мысли должен быть тем же, чем алгебраическое обозначение является в алге- 
бре, —языка, в котором всякое название или знак служил бы ключом для 
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всех свойств обозначаемого понятия и который при правильном употребле- 
нии мог бы даже служить толчком для корректного рассуждения. Такой 
проект легко назвать несбыточным; однако не случайно именно его автор 
должен был вскоре обозреть и выделить основные понятия исчисления бес- 
конечно малых и наделить их почти окончательными обозначениями. Выше 
уже шла речь о возникновении последних и о той тщательности, с которой 
Лейбниц, видимо, сознающий свою роль, постепенно изменяет их до тех 
пор, пока у него не появляется уверенность в простоте и полной инвариант- 
ности, которых он добивался (XXIa и b). Здесь важно отметить, что при 


введении значков \ и а для интеграла и дифференциала (не зная еще ничего 


об идеях Ньютона) он ясно понимает их как взаимно обратные операции. 
Правда, поступая таким образом, он не может избежать присущей неопре- 
деленному интегралу неоднозначности, которая является слабым местом 
его системы и которую он умело обходит, так же как и его последователи. 
Но поразительно, что сразу после введения новых символов Лейбниц, заня- 
тый формулированием правил их употребления, спрашивает себя, верно 
ли, что 4 (ху) = dx dy ((XXII), стр. 165—166), и отвечает на этот вопрос 
отрицательно, приходя постепенно к верному правилу (XXIa), которое 
он позже обобщит в своей знаменитой формуле для а" (ху) ((XXI), т. III, 
стр. 175). Разумеется, в тот момент, когда Лейбниц действует так осторожно, 
Ньютон уже в течение десяти лет знает, что 2 = ху влечет COOTHO- 


шение 2 — xy + xy, однако он никогда не дает труда говорить об этом, 
видя здесь лишь не заслуживающий упоминания частный случай своего 
правила для дифференцирования соотношения À (x, у, 2) = 0 между флюен- 
тами. Напротив, основное стремление Лейбница состоит не в том, чтобы 
заставить свои методы служить для решения таких конкретных задач, 
и не в том, чтобы вывести из них строгие и неуязвимые законы, а прежде 
всего в том, чтобы создать алгоритм, формально управляемый несколькими 
простыми правилами. Именно в этом смысле он улучшает алгебраическое 
обозначение путем введения скобок, постепенно вводит обозначения log x 
или lx для логарифма *) и настаивает на «экспоненциальном исчислении», 
то есть на систематизации показательных функций α΄, α΄, αὐ, где показа- 
тель есть переменная величина. А главное — в то время как Ньютон вводит 
флюксии высшего порядка лишь в той мере, в какой они необходимы в каждом 
конкретном случае, Лейбниц сразу ориентируется на создание «операцион- 


ного исчисления» путем итерации du \ ‚ постепенно осознав ясно аналогию 


между перемножением чисел и композицией операторов в своем исчислении, 
он с удачной смелостью вводит обозначение показателя для записи итера- 
ций 4, записывая, таким образом, п-ю итерацию через а" ((XXII), стр. 595, 


*) Однако у него нет обозначения ни для тригонометрических функ- 
ций, ни (за отсутствием символа для е) для «числа, логарифм которого ра- 
вен x). 
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и 601 κ) и (XXI), τ. У, стр. 221 и 378) и даже d_?, 41 для | и его итераций 


(XXI), τ. III, crp. 167); он пытается даже придать смысл знаку 4@ при любом 
действитёльном а ((XXH, τ. II, стр. 301—302 ит. ПТ, стр. 228). 

Нельзя сказать, что Лейбниц не интересуется также применениями 
своего исчисления, прекрасно понимая (как ему часто повторял Гюйгенс 
((X XII), стр. 599)), что они являются пробным камнем; однако у него He хва- 
тает терпения для их углубления, и здесь также он всюду ищет возмож- 
ность сформулировать новые общие правила. Так, в 1686 году (XXIc) ов 
рассматривает кривизну кривых и соприкасающиеся окружности, чтобы 
в 1692 году (XXId) перейти к общим законам касания плоских кривых **); 
в 1692 году (XXIe) ив 1694 году (ХХИ) он закладывает основы теории 
огибающих; соревнуясь с Иоганном Бернулли, он в 1702 и в 1703 годах 
осуществляет интегрирование рациональных дробей путем разложения 
их на простые дроби, но сначала формально и совершенно не отдавая себе 
отчета в обстоятельствах, сопровождающих наличие линейных комплексных 
множителей в знаменателе (XXIg и В). Так, однажды, в августе 1697 года, 
размышляя в экипаже над вопросами вариационного исчисления, он приходит 


к идее правила дифференцирования по параметру под знаком \ и, в вос- 


торге, сразу же сообщает это правило Бернулли ((XXI), т. Ш, стр. 449— 
454). Однако в это время основные принципы его исчисления уже давно 
были усвоены и стали расширяться его применения: алгебраизация анализа 
бесконечно малых была завершена. 

С) Понятие функции вводится и уточняется множеством способов на 
протяжении всего ХУП века. Вся кинематика зиждется на интуитивной 
и в какой-то мере экспериментальной идее величин, меняющихся со вре- 
менем, то есть функций времени, и мы уже видели, как это привело к функ- 
ции от параметра в том виде, как она появилась у Bappoy, или под назва- 
нием флюенты, у Ньютона. Понятие «произвольной кривой» встречается 
часто, но редко уточняется; возможно потому, что нередко эта кривая воз- 
никала кинематически или во всяком случае экспериментально и не счита- 


*) «...Это почти то же самое, как если бы вместо корней и степеней 
мы захотели подставлять всегда буквы и вместо хх или 23 писать т или п, 
объяснив сначала, что сие должно означать степени величины x. Посудите 
сами, сударь, сколь сие было бы неудобно. То же самое имеет место и для 
4х и ddx, и разности в не меньшей мере присущи неопределенным величи- 
нам в их взаимосвязи, чем степени — одной отдельно взятой величине. Таким 
образом, мне кажется, что естественнее всего обозначать их так, чтобы они 
сразу давали возможность узнавать величину, к которой они относятся». 

**) В этом он прежде всего совершает странную ошибку, полагая, что 
«cercle qui baise» (соприкасающаяся окружность) имеет в точке соприкос- 
новения четыре общие точки с кривой, и лишь с трудом соглашается впо- 
следствии с возражением братьев Бернулли по этому поводу ((XX SRE, 
стр. 187, 188, 201, 202 и 207). 
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лось необходимым, чтобы кривая была определена геометрически или ана- 
литически с тем, чтобы она могла служить объектом исследований; в част- 
ности, так происходит (по причинам, которые мы сегодня в состоянии лучше 
понять), когда речь идет 06 интегрировании, например, у Кавальери, 
Паскаля и Барроу; последний, исследуя кривую, определенную соотноше- 
ау 


ниями æ = ct, y — f (t), в предположении, что di 


возрастает, даже опре- 


d 
деленно утверждает, что «несущественно», возрастает ли =: «правильно, 


следуя некоторому закону, или произвольно» ((X VIII), стр. 191), то есть, 
в нашей терминологии, допускает или не допускает эта величина анали- 
тическое определение. К сожалению, эта глубокая и ясная идея, которая, 
надлежащим образом уточненная, возродится в XIX веке, в то время не могла 
устоять против созданной Декартом путаницы, когда он сначала удалил 
из «геометрии» все кривые, не поддающиеся точному аналитическому опре- 
делению, а затем в качестве допустимых приемов для построения такого 
определения оставил лишь алгебраические операции. Правда, в этом пос- 
леднем пункте большинство современников не последовало Декарту; посте- 
пенно, и часто трудноуловимым обходным путем, получают право на суще- 
ствование различные трансцендентные операторы, логарифмы, показательная 
функция, тригонометрические функции, квадратуры, решение дифферен- 
циальных уравнений, переход к пределу, суммирование рядов, и относи- 
тельно каждого пункта нелегко точно указать момент, когда был сделан 
паг вперед; впрочем, первый шаг вперед нередко сопровождался шагом 
назад. Например, для логарифма важнейшими этапами необходимо считать 
появление логарифмической кривой (у = a* или у = 109 х в зависимости 
от выбора осей) и логарифмической спирали, квадратуры гиперболы, разло- 
жение log (1 + x) в ряд и даже введение символа log x или lx. Что касается 
тригонометрических функций, то, хотя они в некотором смысле восходят 
к античной эпохе, интересно обратить внимание на то, что синусоида впервые 
была определена не при помощи уравнения у = Sin 2, а появилась у Робер- 
валя ((УПТа), стр. 63—65) как «спутник рулеты» (по существу, речь идет 


R 
деление которой вытекает из определения циклоиды. Общее же понятие 
аналитического выражения впервые встречается у Грегори, который опре- 
делил его в 1667 году ((XVI bis), стр. 413) как величину, получающуюся 
из других величин путем последовательных алгебраических операций «или 
любой другой вообразимой операции»; и он пробует уточнить это понятие 
в своем предисловии ((XVI bis), стр. 408—409), объясняя необходимость 
присоединить к пяти алгебраическим операциям *) шестую, которая в конеч- 


- ΜΗ 
о кривой y=R ( 1 — cos — ) ) , то есть как вспомогательная кривая, опре- 


*) Речь идет о четырех рациональных операциях и OO извлечении кор- 
ней любой степени; Грегори никогда не переставал верить в возможность 
решения в радикалах уравнений любых степеней. 
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ном итоге является не чем иным, как переходом к пределу. Однако эти инте- 
ресные соображения были вскоре забыты, захлестнутые потоком разложе- 
ний в ряд, открытых самим Грегори, Ньютоном и другими; и чрезвычайный 
успех этого последнего метода на длительное время смешал функции, допус- 
кающие аналитическое определение, с функциями, разложимыми в сте- 
пенной ряд. 

Что касается Лейбница, то он, по-видимому, придерживается точки 
зрения Декарта, расширенной явным добавлением квадратур и неявным 
добавлением других операций, обычных для анализа той эпохи, таких, как 
суммирование степенных рядов и решение дифференциальных уравнений. 
Точно так же Иоганн Бернулли, когда он рассматривает произвольную функ- 
цию OT 2, вводит ее как «величину, получающуюся произвольным путем 
из x и из постоянных» ((X XI), τ. II, стр. 150), иногда уточняя, что речь идет 
о величине, образованной «алгебраическим или трансцендентным путем» 
((XXI), т. II, стр. 324); в 1698 году он изъявляет свое согласие с Лейбницем 
в том, чтобы дать этой величине название «функции от x» ((XXI), т. III, 
стр. 507—510 и 525, 526) *). Уже Лейбниц ввел в употребление слова «пос- 
тоянная», «переменная», «параметр» и уточнил в связи с огибающими понятие 
семейства кривых, зависящих от одного или нескольких параметров (XX Ie). 
Вопросы обозначений уточняются также в его переписке с Иоганном Бер- 
нулли: последний свободно пользуется обозначением X или & для произ- 
вольной функции от x ((XXI), т. III, erp. 531); Лейбниц одобряет это, но 
предлагает еще обозначения xl, x? для того, что мы обозначили бы через 


dz 
Я (x), fo (x); он предлагает также производную = функции z OT x обозначать © 


через 4 z (в отличие от dz, обозначающего дифференциал), тогда как Бер- 
нулли пишет Az ((XXI), т. ПТ, стр. 537 и 526). 

Итак, вместе с веком пришла к концу и героическая эпоха. Новое 
исчисление, с его понятиями и с его обозначениями, сложилось в том виде, 
который придал ему Лейбниц. Его первые последователи, Яков и Иоганн 
Бернулли, соревнуются со своим учителем в открытиях, проникая в те бога- 
тые области, к которым он проложил им дорогу. Первый учебник по диф- 
ференциальному и интегральному исчислению был написан в 1691—1692 годах 


*) До этого, в частности, уже в рукописи 1673 года, Лейбниц пользовался 
этим словом как сокращением для обозначения величины, «осуществляющей 
ту или иную функцию» относительно кривой, например длину касательной 
или нормали (ограниченными кривой и осью Ox) либо поднормали, под- 
касательной ит. д., и значит, в конечном итоге функции переменной точки 
на кривой в дифференциально геометрическом определении. В той же руко- 
писи 1673 года кривая предполагается определенной соотношением между х 
и y, «заданным одним уравнением», но Лейбниц добавляет, что «неважно, 
будет ли кривая геометрической или нет» (то есть, на нашем языке, алге- 
браической) (cp. D. Mahnke, Abh. Preuss. Akad. der Wiss., 1925, № 1, 
Берлин, 1926). 


43H. Бурбаки 
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Иоганном Бернулли *) для некоего маркиза, показавшего себя хорошим 
учеником. И не так уж важно, что Ньютон решился, наконец, в 1693 году 
опубликовать краткий обзор о своих флюксиях ((ХУ), т. П, стр. 391—396); 
если его Principia дали пищу для размышлений более чем на целый век, 
то на почве исчисления бесконечно малых его нагнали, а во многих пунктах 
даже превзошли. 

Слабости новой системы очевидны, по крайней мере для нас. Ньютон 
и Лейбниц, одним ударом разрушив двухтысячелетнюю традицию, предо- 
ставляют дифференцированию ведущую роль, а интегрирование сводят 
лишь к операции, ему обратной; понадобился весь XIX век и часть ХХ, 
чтобы восстановить справедливое равновесие; это произошло после того, 
как интегрирование было положено в основу теории функций действитель- 
ного переменного и были получены его современные обобщения (см. Ибто- 
рический очерк к книге «Интегрирование»). Из этого‘ искажения точки 
зрения проистекает та чрезмерная и почти исключительная роль неопре- 
деленного интеграла в ущерб определенному, которую мы видим уже у Бар- 
роу, а затем, начиная с Ньютона и Лейбница, всюду; и здесь XIX век поста- 
вил все на свое место. Наконец, чисто лейбницевская тенденция формального 
оперирования с терминами продолжала господствовать в течение всего 
ХУПГ века, выходя даже за рамки возможностей анализа того времени. 
В частности, необходимо признать, что лейбницевское понятие дифферен- 
циала не содержало в действительности никакого смысла; в начале XIX века 
оно потеряло доверие, которое восстанавливалось лишь постепенно; и если 
употребление дифференциалов первого порядка уже полностью узаконено, 
то дифференциалы высших порядков, такие удобные в употреблении, на 
самом деле еще до сих пор не узаконены. 

Как бы то ни было, а история дифференциального и интегрального 
исчисления начиная с конца ХУП века разбивается на две части. Одна отно- 
сится к применениям этого исчисления, все более и более богатым, обиль- 
ным и разнообразным. К дифференциальной геометрии плоских кривых, 
к дифференциальным уравнениям, к степенным рядам, к вариационному 
исчислению, о которых уже шла речь выше, прибавляется дифференциаль- 
ная геометрия пространственных кривых, а затем и поверхностей, теория 
кратных интегралов, уравнений в частных производных, тригонометриче- 
ских рядов, изучение множества специальных функций и много других 
типов проблем, история которых будет изложена в книгах, к ним относя- 
щихся. Здесь мы занимаемся лишь теми работами, которые способствовали 
возникновению, углублению и закреплению самих основ исчисления бес- 


*) Часть этого учебника, относящаяся к интегральному исчислению, 
была опубликована только в 1742 году ((X XIV), τ. ПП, стр. 385—558), а часть, 
в которой излагается дифференциальное исчисление, была лишь недавно 
найдена и опубликована (XXIV bis); правда, маркиз де Лопиталь, слегка 
переделав, опубликовал ее на французском языке под своим именем, о чем 
Бернулли с некоторой горечью сообщает в своих письмах к Лейбницу. 


ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК (ГЛАВЫ I — III) 195 


конечно малых в той части, которая относится к функциям одного действи- 
тельного переменного. | 

С этой точки зрения наиболее крупные ученые середины XVIII века 
открыли не так много нового. Маклорен в Англии *), Эйлер на континенте 
(XX Va и b) остаются верными тем традициям, которые каждый из них уна- 
следовал. Правда, первый из них пытается несколько прояснить ньютонов- 
ские концепции **), тогда как второй, в высшей степени приверженный 
формализму Лейбница, удовлетворяется тем, что, аналогично Лейбницу 
и Тейлору, в основу дифференциального исчисления кладет весьма нечеткий 
переход к пределу, выводимый из исчисления конечных разностей; в осталь- 
ном же излагает его очень добросовестно. Однако главным образом Эйлер 
завершает дело Лейбница тем, что вводит и распространяет использующиеся 
и по сей день обозначения для e, i, тригонометрических функций, вводит 
в употребление обозначение x. С другой стороны, если он чаще всего не делает 
различия между функциями и аналитическими выражениями, то по поводу 
тригонометрических рядов в задаче о колебании струны он настаивает 
на необходимости не ограничиваться функциями, определенными таким 
способом (которые он называет «непрерывными»), а рассматривать также 
в случае надобности и произвольные, или «разрывные», функции, задавае- 
мые экспериментально, посредством одной или нескольких дуг кривой 
((XX Ve), стр. 74—91). Наконец, хотя это немного выходит за рамки нашей 
тематики, нельзя не упомянуть здесь его распространение показательной 
функции на комплексную область, откуда он получает свои знаменитые 
формулы, связывающие показательную и тригонометрические функции, 
равно как и определение логарифма комплексного числа; в результате этого 
находит свое окончательное разъяснение известная аналогия между лога- 
рифмом и обратными круговыми функциями, или, на языке ХУП века, 
между квадратурами круга и гиперболы, замеченная еще Григорием де Сен- 
Винсентом, уточненная Гюйгенсом и особенно Грегори и которая у Лейбни- 
ца и Бернулли появилась при формальном интегрировании выражения 

Oe See i 
1-29 242) 2—2: 

Однако Даламбер, нетерпимый ко всякой неясности в математике, 
как и в остальном, в своих замечательных статьях (X XVI) определил с наи- 
большей ясностью понятие предела и производной и усиленно настаивал, 
что, в сущности, именно в них содержится вся «метафизика» исчисления 
бесконечно малых. Но эти разумные соображения не получили немедлен- 
ного распространения. Монументальный труд Лагранжа (ХХУП) представ- 


*) С. Maclaurin, A complete treatise of fluxions, Эдинбург, 1742. 

**) Они в самом деле нуждались в защите от нападок философско-теоло- 
гического порядка и насмешек известного епископа Беркли, который гово- 
рил, что тому, кто верит во флюксии, не должно быть трудно уверовать 


и в таинства религии: аргумент ad hominem, не лишенный ни логики, ни 
остроумия. 


13» 


196 ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК (ГЛАВЫ I — III) 


ляет собой попытку положить в основу анализа одно из наиболее спорных 
положений Ньютона, а именно то, которое смешивает понятия произвольной 


функции с функцией, разлагающейся в степенной ряд, и вывести из этого 
(путем рассмотрения коэффициента при члене первой степени ряда) понятие 
дифференцирования. Разумеется, такой сильный математик, как Лагранж, 
не мог не получить при этом значительных и полезных результатов, 
как, например (в действительности способом, не зависящим от той отправ- 
ной точки, которую мы только что указали), общее доказательство формулы 
Тейлора с выражением остаточного члена в форме интеграла и его оценку 
посредством теоремы о среднем; к тому же труд Лагранжа лег в основу метода 
Вейерштрасса в теории функций одного комплексного переменного и в основу 
современной алгебраической теории формальных рядов. Но с точки зрения 
его прямой цели он представляет скорее шаг назад, чем вперед. 

Напротив, в учебных курсах Коши (XXVIII) все, наконец, построено 
на твердой основе. Он определяет функцию, по существу, так же, как мы 
‘делаем это теперь, хотя на языке еще немного расплывчатом. Понятие пре- 
дела, определенное раз и навсегда, взято в качестве отправной точки; отсюда 
сразу выводятся понятия непрерывной функции (в современном смысле) 
и производной, равно как и их основные элементарные свойства, и суще- 
ствование производной, вместо того чтобы приниматься на веру, становится 
вопросом, изучаемым обычными средствами анализа. Правда, Коши почти 
не интересуется этим; с другой стороны, когда Больцано, пришедший неза- 
BHCHMO к тем же принципам, строит пример непрерывной функции, не имею- 
щей конечной производной ни в одной точке (X XIX), этот пример не был 
опубликован, и вопрос был поднят лишь Вейерштрассом в работе от 1872 года 
(и в его курсах c-1861 года) (XXXII). 

В том, что касается интегрирования, творчество Коши представляет 
‘собой возврат к здоровым традициям античного периода и начала ХУП века, 
но опирается на средства, еще недостаточные в техническом отношении. 
Определенный интеграл, остававшийся слишком долго на втором плане, 
становится первостепенным понятием, для которого Коши окончательно 

b : 
вводит обозначение \ f (x) dx, предложенное Фурье (вместо неудобного 
ε) 


a 


‘обозначения \ f (x) ах | 


его определения Коши возвращается к методу исчерпывания, или, как мы 
сказали бы, к «суммам Римана» (которые скорее должны были бы называться 
суммами Архимеда или суммами Евдокса). Правда, математики ХУП века 
не решились подвергнуть критическому разбору понятие площади, которое 
казалось им по меньшей мере таким же ясным, как понятие иррациональ- 
ного действительного числа; однако сходимость сумм «Римана» к площади 
‘под кривой, когда речь идет о монотонной или о кусочно монотонной кривой, 
была фактом хорошо известным всем приверженным к точности авторам 
ХУП века, таким, как Ферма, Паскаль, Барроу; и Грегори, особенно хорошо 


2 


μὴ , иногда употреблявшегося Эйлером); для 
и 
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подготовленный своими соображениями о переходе к пределу и своим близ- 
ким знакомством с уже достаточно абстрактной формой принципа «вложен- 
ных интервалов», кажется, даже изложил строгое доказательство этого 
факта, оставшееся неопубликованным ((XVII bis), стр. 445—446), которое 
могло бы служить Коши почти без изменений, если бы было ему известно *). 
Коши неудачно пытался доказать существование интеграла, то есть сходи- 
мость «римановых сумм», для любой непрерывной функции; его доказатель- 
ство, которое было бы верным, если бы оно опиралось на теорему о равно- 
мерной непрерывности функций, непрерывных на замкнутом интервале, 
без этого понятия оказалось лишенным какой бы то ни было доказательной 
ценности. По-видимому, Дирихле тоже не заметил этой трудности, когда 
писал свои знаменитые мемуары O тригонометрических рядах, так Kak 
он, ссылаясь в них на теорему, о которой идет речь, пишет, что она «легко 
доказывается» ((ХХХ), стр. 136); правда, он применяет ее в действитель- 
ности лишь к ограниченным кусочно монотонным функциям; Риман посту- 
пает более осмотрительно, упоминая лишь OO этих последних, когда речь 
идет об использовании его необходимого и достаточного условия для схо- 
димости «римановых сумм» ((XXXI), стр. 227—271). Как только Гейне 
доказал теорему о равномерной непрерывности (см. Общая топология, Исто- 
рический очерк к гл. II), вопрос перестал, разумеется, представлять какую 
бы то ни было трудность и был легко решен Дарбу в 1875 году в его мемуаре 
об интегрировании разрывных функций (ХХХ ПП, который к тому же BO мно- 
гих пунктах пересекается с важными исследованиями Дюбуа-Реймона, 
появившимися в то время. Тем самым впервые, но на сей раз окончательно, 
доказана линейность интеграла от непрерывных функций. С другой сто- 
роны, понятие равномерной сходимости последовательности или ряда, 
введенное наряду с другими Зейделем в 1848 году и оцененное особенно 
после работ Вейерштрасса (ср. Общая топология, Исторический очерк 
к гл. X), позволяло создать прочную основу, правда, при несколько огра- 
ничительных условиях, для почленного интегрирования рядов и для диф- 


ференцирования под знаком \ в ожидании современных теорий, о которых 


мы не будем здесь говорить и которые должны осветить эти вопросы окон- 
чательно для данного времени. 

Итак, мы подошли к завершающему этапу классического исчисления 
бесконечно малых, который представлен великими трактатами по анализу 
конца XIX века; с интересующей нас точки зрения трактат Жордана (ХХ XIV) 
занимает среди них выдающееся место, как в эстетическом отношении, так 
и потому, что он, помимо того, что содержит замечательное изложение 
результатов классического анализа, во многом предвосхищает взгляды 
современного анализа и прокладывает им путь. За Жорданом стоит Лебег, 
но это входит в тематику другой книги настоящего трактата. 


*) Во всяком случае, это показывает резюме Тернбула, сделанное по 
рукописи. 
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ГЛАВА IV 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 


$ 1. Теоремы существования 


1. Понятие дифференциального уравнения 


Пусть J есть интервал, содержащийся в В и не сводящийся 
It точке, E — топологическое векторное пространство над телом В, 
А и ВБ — два открытых множества из EL. Пусть, далее, (x, у, t) > 
--»σ(Χ, у, Й — отображение множества Ах ВХ! в Е; всякому 
дифференцируемому отображению u интервала / в A, производ- 
ная которого принимает значения в В, поставим в соответствие 
отображение # —> © (и (1), и’ (1), 1) интервала J в E, которое обо- 
значим через σ (u); таким образом, функция g определена на MHO- 
жестве D(A, В) дифференцируемых отображений: / в А, произ- 
водная которых принимает свои значения в В. Будем говорить, 
что уравнение в (и) =0 есть дифференциальное уравнение для и 
(относительно действительного переменного #); решение этого урав- 
нения называется также интегралом дифференциального уравне- 
ния (на интервале /); стало быть, это есть дифференцируемое 
отображение интервала J в A, производная которого принимает 
свои значения в В и которое обладает | тем свойством, что 
g (u(t), п’ (1), t) = Опри любом ЕЕ Г. Для удобства мы будем записы- 
вать дифференциальное уравнение g (u) = 0 в виде g(x, x’, 1) =0, 
подразумевая при этом, что х есть элемент множества 57 (A, B). 


Например, для J =E=R соотношения 
Фар, tz’ — 22=0, x'2— 4x —0, x—12—0 


являются дифференциальными уравнениями, имеющими в качестве 
решения одну и ту же функцию х(И=Р. 
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В этой главе мы будем главным образом рассматривать тот 
случай, когда Е есть полное нормированное пространство над 
телом В, а дифференциальные уравнения имеют специальный вид 


‘=f (6, x) (1) 


(«уравнения, разрешенные относительно X’)), причем f означает 
функцию со значениями в Ё, определенную на | X H, где Н — не- 
пустое открытое подмножество пространства Ё. С другой сто- 
роны, мы несколько расширим понятие решения (или интеграла) 
такого уравнения (на интервале J): будем говорить, что функ- 
ция u, определенная и непрерывная на / со значениями в M, 
является решением (или интегралом) уравнения (1), если суще- 
ствует такая счетная часть А интервала /, что в каждой точке # 
дополнения множества А относительно / функция и имеет про- 
изводную U’ (1), удовлетворяющую условию и '(1) = (6, а (1)). Если 
функция u дифференцируема и удовлетворяет вышеуказанному 
условию в каждой точке LE], то мы будем говорить, что она 
является точным решением уравнения (1) Ha интервале J. 

В частном случае дифференциального уравнения вида х’=# (#), 


где {— отображение J в E, решениями в указанном смысле служат 
примитивные функции # (гл. II, $ 1, n° 1), а точными решениями — 


ее точные примитивные. 
Если E есть произведение полных нормированных пространств 
Е; (<i<n), то можно написать х = (X;)1<i<n и Ё= (fi)1<i<n, где 
х; — отображение интервала / в Æ;, а Ё— отображение множе- 
ства [ΧΗ в E;; в этом случае уравнение (1) эквивалентно систе- 
ме дифференциальных уравнений 
Kahl есь, Ba) (I<i<n). (2) 
Наиболее важным является случай, когда все Ё; равны В 
или С; тогда говорят, что (2) есть система скалярных дифферен- 
циальных уравнений. | 
К изучению систем (2) сводится изучение соотношений вида 
RON ET (ER HE, (3) 
где х— вектор-функция, n раз дифференцируемая на J; в самом 
деле, положив Χ|-ΞΧ, Xp=xX?-Y для 2<p<n, получаем, что 
соотношение (3) эквивалентно системе 
Xi — Χμ (1<i<n—l), | 
all, ri), 


(4) 
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Соотношение вида (3) называется дифференциальным у равнени- 
ем порядка п (разрешенным относительно X’), а уравнения вида (1) 
называются дифференциальными уравнениями первого порядка. 


К системе вида (2) приводится также всякая «система ne 
sr уравнений» вида 


— —1 
Di Ar, 2: Das 2 D τεμ, Ελ; 
(1<i<p), где xX;j—®@YHKHUA, п; раз дифференцируемая на / (для 
1<t<p). 


2. Дифференииальные уравнения, имелтощие в kauecmee 
решений примитивные линейчатых функций 


Напомним (гл. II, § 1, n°3, определение 3), что вектор-функ- 
ция u, определенная на интервале / CR, называется линейчатой, 
если на любой компактной части интервала / она является равно- 
мерным пределом ступенчатых функций; это равносильно тому 
условию, что в каждой точке интервала / функция U имеет пре- 
дел справа и предел слева, а также предел справа в левом конце 
интервала и предел слева в его правом конце, если эти концы 
принадлежат J (гл. ЦП, 8 1, теорема 3). В этой главе мы ограни- 
чимся дифференциальными уравнениями (1), всякое решение кото- 
рых является примитивной некоторой линейчатой функции на Г. 
Очевидно, что это условие выполняется, если для любого непре- 
рывного отображения и интервала / BH функция Ё (Е, и (1)) линей- 
чата на /; следующая лемма дает для этого достаточное условие: 


JlemmA 1. Пусть { — такое отображение множества ГХН вЕ, 
что если обозначить через fx (для любого хЕН) отображение 
t—f(t,x) интервала I в Е, то будут выполняться следующие 
условия: 1° функция f, линейчата на I для любого хЕН; 2° omo- 
бражение x—f, множества H во множество $ (I, Е) отобра- 
жений [ в Е непрерывно, если Я (I, Е) наделено топологией 
компактной сходимости (Общая топология, гл. X, $ 1, n°3). 
При этих условиях: 

1° для любого непрерывного отображения и интервала [в Н 
функция t—T(t, и (1)) линейчата на Г; более точно: предел 
справа (соответственно слева) этой функции в какой-либо точке 
иЕ/Г равен пределу справа (соответственно слева) функции 
1 —> ЕЁ (Е, и (10)) в точке to; 
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2° если (Un) — последовательность отображений [в H, paeno- 
мерно сходящаяся на любом компактном подмножестве интер- 
вала Г κ непрерывному отображению u интервала Г в H, mo 
последовательность функций f(t, и, (1)) равномерно сходится 
к E(t, u(t)) на любом компактном подмножестве интервала Г. 


1° Пусть с есть предел справа функции f(t, и (14)) в точке fo; 
для любого #>0 на интервале / найдется такая компактная 
окрестность У точки &, что || Ё (Е, ч (1)) —© || <= для ЕТ uti > Ц. 
С другой стороны, найдется такое 6>(, что соотношения x€ H, 
|| x—u (Zo) || <6 влекут || ($, х) — ($, м (1)) | <= для любого $ ЕЙ; 
если WCV есть такая окрестность точки Ц в Л, что | м (И — 
—u (to) |< 6 для любого t € W, то неравенство || ἃ (Е, u (¢)) —e|| < 2e 
выполняется для LEW, # >> В; следовательно; © есть предел справа 
функции f(t, и (1)) в точке to. 

2° Пусть К — компактное подмножество интервала Г; так как u 
непрерывна на /, To u(Ä) составляет компактное подмножество 
множества Н; для любого € >> 0 и любого x Eu (К) найдется такое 
число Sy, что для yEH, || y—x||<6, и для любого {ЕК выпол- 
няется неравенство ||f(t, y)—f(¢, x)||<e. Существует конечное 
число таких точек х; Е а (К), что замкнутые шары с центром в X; 


1 
и радиусом 50%, образуют покрытие множества u(K); пусть 


2 
ö=min (6х.). По условию, найдется такое целое по, что для п > по 


неравенство || u, (1) — u (2) |558 выполняется для любого (EK. 
Но для всякого {ЕК найдется такой индекс i, что || и (1) — x; || < 


ο следовательно, || Un (1) —х; || <6х,, откуда || f (6, un (¢))— 


—f(t, u(t)) |< 2= для любого {ΕΚ и любого п? т. 

На протяжении всего этого параграфа через Г будет обо- 
значаться интервал, содержащийся в В и не сводящийся в точ- 
ke, через H—nenycmoe открытое множество, содержащееся 
в нормированном пространстве Е, и через | — отображение мно- 
жества ГХН в E, удовлетворяющее условиям леммы 1. 


ПреЕдложЕНИиЕ 1. Нусть к — точка us I, а х— точка us H; 
для того чтобы непрерывная функция U была решением урав- 
нения (1) на интервале Г и принимала в точке ty значение хо, 
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необходимо и достаточно, чтобы OHA удовлетворяла соотношению 
t 


u(t) = xo+ \ Е (8, u(s)) ds (6) 
to 
для любого LEI. 


В самом деле, лемма 1 показывает, что если и является реше- 
нием уравнения (1) на J, то f(t, а (1)) линейчата и, значит, пра- 
вая часть в формуле (6) определена и равна u(t) для любого LEI. 
Обратно, если и есть непрерывная функция, удовлетворяющая 
соотношению (6), то f(t, и (1)) линейчата на основании леммы 1 
и, значит, и имеет в качестве производной функцию Ё (6, и (1)} 
во всех точках интервала /, за исключением некоторой его счет- 
ной части. 


Следствие. Во всякой точке интервала I, отличной от его 
левого (соответственно правого) конца, любое решение u уравне- 
ния (1) на Г имеет левую (соответственно правую) производную, 
равную пределу слева (соответственно справа) функции Ё (t, α (1) 
в этой точке. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Ёсли Ё есть непрерывное отображение мно- 
жества IX H в Е, то всякое решение уравнения (1) на I являет- 
ся точным решением. 


В самом деле, такое решение и есть примитивная непрерыв- 
ной функции Ё (1, и (1)) (гл. Il, $ 1, предложение 3). 


Отметим также, что функция f, непрерывная на J H, удовлетво- 
ряет условиям леммы 1 (Общая топология, гл. X, $ 2, предложение 9). 


В дальнейшем мы будем задавать произвольно LEI и хЕН 
и исследовать вопрос о том, существуют ли на / (или в некото- 
рой окрестности точки ig относительно J) решения уравнения (1), 
принимающие в точке & значение ху (или, что сводится к тому же, 
решения уравнения (6)). 


3. Существование приближенного решения 


Пусть задано число = > 0; будем говорить, что непрерывное 
отображение и интервала J в Н есть приближенное решение 
с точностью в дифференциального уравнения 


х =, x), (1) 
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если во всех точках дополнения относительно J некоторого счет- 
ного множества функция и имеет производную, удовлетворяющую, 
условию 

Им” (2) — E(t, и (2)) |< а. ο; 


Пусть (fo, хо) — точка из | κ H; так как f, по предположению, 
удовлетворяет условиям леммы 1, то существует такая компактная 
окрестность J CC / точки to, что f(t, хо) ограничена Ha J, и такой 
открытый шар 5 с центром хо, содержащийся в H, что f(t, x) — 
—Ё ($, хо) ограничена на J Χ δ; отсюда следует, что f(t, x) огра- 
ничена на J XS. На протяжении всего этого n° через J будет 
обозначаться компактный интервал, представляющий собой 
окрестность точки ty в [, через S — открытый шар с центром Xo. 
и радиусом т, содержащийся в H, причем J и 5 таковы, umo À 
ограничена на J XS; через М будет обозначаться верхняя грань. 
функции ||f (Е, x) || на JxS. 


ПредложЕНИЕ 3. На любом содержащемся в J компактном: 


интервале длины меньше с левым (или правым) вонцом to. 


r 
M-+e 
существует приближенное решение с точностью & уравнения (1), 
принимающее значения в δ и равное X, в точке to. 


Допустим, что fo не является правым концом интервала J, 
и докажем предложение для интервалов, для которых В служит 
левым концом. Пусть Yt есть множество приближенных решений 
уравнения (1) с точностью €, каждое из которых принимает свои: 
значения в ©, равно Χρ в точке ty и определено на полуоткры- 
том интервале [ty, 6, содержащемся в J (интервал зависит: 
от того приближенного решения, которое рассматривается). Пока- 
жем прежде всего, что Mt. He пусто. Пусть е— предел справа 
функции Ё(Ё, хо) в точке tp; по лемме 1 функция ἕ ({, xo + © (£ — to)). 
имеет предел справа, равный © в точке fy, и значит, сужение: 
функции хо © ((—№) на достаточно малый полуоткрытый интер-- 
вал [ίρ, 6[ принадлежит 3%. 

Упорядочим множество Mi посредством отношения «U есть суже-- 
ние у» и покажем, TOM индуктивно (Теория множеств, Результаты. 
$ 6, n° 9). Пусть (u,) — совершенно упорядоченное подмножество. 
множества M, и пусть [io, bal — интервал, на котором определена. 
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U,; следовательно, для b,<bg функция Ug является продол- 
жением u,. Объединение интервалов [ἰρ, ζα[ составляет интервал 
[ίο, b[, содержащийся в J, и существует, притом единственная, 
функция u, определенная на [ίρ, b[ и совпадающая на [to, bel 
с U, для любого a; среди by найдется возрастающая последова- 
тельность (бо), сходящаяся к ὦ; поскольку на [fo, da,| функция u 
совпадает с Ugns то во всех точках дополнения относительно [to, 6] 
некоторого счетного множества функция U имеет производную, 
удовлетворяющую соотношению (7) и, значит, является верхней 
гранью множества (πρ) в Me. 

Согласно теореме Цорна (Теория множеств, Результаты, § 6, 
n° 10) Wt имеет максимальный элемент Up; мы покажем, что если 
[to, {|| есть интервал, на котором определена функция = то либо f, 


является правым концом интервала J, либо th, — to >———. Будем 


7 --8 
рассуждать OT противного, допустив, что ни одно из этих пред- 
положений не выполняется; прежде всего покажем, что функ- 
цию Up можно продолжить по непрерывности в точку #1; в самом 
деле, для любых $ и Ё из [ίο, В |, в силу теоремы о конечных 
приращениях, имеем 


|| Uo (5) — Uo (2) || < (ΜΓ 8) |5-- 1}; 


следовательно, на основании критерия Коши u, имеет в точке 7, 
предел слева x, CS. Обозначим через ©, предел справа в точке #, 
функции f(t, x,); тогда ||e,||<M; рассуждая, как в начале 
доказательства, получим, что Up можно продолжить на полуот- 
крытый интервал с началом {4 при помощи функции x,-+ C4 (É — {ῃ) 
так, чтобы продолженная функция снова принадлежала M, что 
невозможно. 
Следовательно, предложение доказано. 


В случае, когда { равномерно непрерывна на J X δ, предложе- 
‚ние 3 можно доказать, не пользуясь теоремой Цорна (упражне- 
ние 1а)). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Множество приближенных решений уравне- 
ния (1) с точностью в, определенных на одном и том же интер- 
вале КС У и принимающих свои значения в S, равномерно pats 
ностепенно Hen pe poleno. 
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В самом деле, если U есть произвольная функция, принадле- 
жащая этому множеству, аз и {— две точки из К, то согласно 
теореме о конечных приращениях |u(s)—u()|=(M-+e)|s—t|. 


Следствие (теорема Пеано). Ёсли Ё — пространство конечной 
размерности над телом В, то на любом содержащемся в J 


Г 
компактном интервале К длины меньше и Ὁ vesoim (или пра- 


вым) концом ty существует решение уравнения (1) со значениями 
в 5, равное хо в точке to. 


} 


Действительно, согласно предложению 3, при достаточно 
большом п существует приближенное решение u, уравнения (1) 


4 
с точностью —, определенное на К, принимающее значения Β 5 


и равное Xo в точке 2. Множество функций и„ равностепенно 
непрерывно (предложение 4), а поскольку Ё имеет конечную 
размерность, то © относительно компактно в Ё, и значит, для. 
любого {ЕК множество функций U, (Г относительно компактно 
в Е. На основании теоремы Асколи (Общая топология, гл. Х, 
$ 4, теорема 1) множество функций U„ относительно компактно 
в пространстве $ (А, E) отображений К в EH, наделенном тополо- 
гией равномерной сходимости. Следовательно, существует подпо- 
следовательность (Un,) последовательности (Un), равномерно схо- 


дящаяся на К к непрерывной функции и. Далее заметим, что, 
начиная с некоторого п, Un (К) попадет в замкнутый шар с центром 
в точке Χρ и радиусом < г (не зависящим OT п), то есть Un (К) CS 
и, следовательно, f(z, м, (1)) определена на К. Согласно лем- 
ме 1 функции f(t, un, (1)) равномерно сходятся к f(t, и(1)) 
на А; в силу неравенства (7) Un, есть примитивная функции, 


равномерно сходящейся к F(t, а (1)) на К, и значит (гл. II, 8 1, 
теорема 1), и является на К решением уравнения (1), равным хо 


в точке to; наконец, соотношение || u’ (1) || <М показывает, что 
и (К) СО. | 


Замечания. 1) Может существовать бесконечно много интегра- 
лов одного дифференциального уравнения (1), принимающих одно 
и то же значение в заданной точке. Например, скалярное дифферен- 
циальное уравнение x’—2 V |z| имеет в качестве интегралов, при- 
нимающих значение 0 в точке ἰ-Ξ0, все функции, определенные 

14 H. Бурбаки 
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следующим образом: 


u (t)=0 для = —B<t<a, 
u(t)=—(t-+B)? для t<—P, 
и (t) = (t—a)2 для t>a 


для любых положительных чисел а и В. 
2) Теорема Пеано уже не будет верна, если в качестве E взять 
произвольное полное нормированное пространство EROBERTE раз- 


мерности (упражнение 17). 


4. Сравнение приближенных решений 


В дальнейшем, как и выше, Ги H означают соответственно 
интервал, содержащийся в В, и открытое множество в нормиро- 
ванном пространстве Ё; & есть точка из J. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Густь на интервале I задана положительная 
числовая функция t—>k(t); говорят, что отображение f 
множества ГХН в Е есть липшицево отображение с функцией 
k(t), если для любого хЕН функция t—>f (t, x) линейчата на I 
и если для любого {Е I и любой пары точек X,, X, из Н выпол- 
няется неравенство («условие Липшица») 


ИЕ (Е, x1) Е (2, x) || ЗЕ (A) |} x1 — Xe ||. (8) 


Будем называть функцию f просто липшицевой на ГХН, если 
она является липшицевой на этом множестве с некоторой кон- 
стантой Е >0. Очевидно, функция, являющаяся липшицевой на 
I x H, удовлетворяет условиям леммы 1 (в то время как обрат- 
ное неверно); если f липшицева (Ha J X A), то говорят, что диф- 


ференциальное уравнение 
к.) (1) 
липшицево (Ha ГЖН). 

Пример. Пусть Е=В, Н— интервал из В; если в каждой 
точке (1, x) из Ix H функция f(t, x) имеет частную производ- 
ную fx (гл. II, § 3, n° 4), удовлетворяющую на / X H неравен- 
ству |fx (2, z)|<k(t), то условие (8) выполняется в силу теоремы 
о конечных приращениях; в книге УП мы покажем, как этот 
пример обобщается на случай произвольного нормированного 
пространства E. 

Если функция f липшицева на ГХН, то для любого ком- 
пактного интервала JCI и любого открытого mapa SCH 
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функция f ограничена на J XS. Следовательно, применимо пред- 
ложение 3, которое и доказывает существование приближенных 
решений уравнения (1). Но, кроме того, справедливо следующее © 
предложение, позволяющее сравнить два приближенных решения: 


ПьедложениЕ 5. Дусть k (Е) > 0— числовая линейчатая функ- 
ция на Г, Ê(t, x) — липшицева функция с функцией k(t) на ГХН. 
Если u и у—0ва приближенных решения уравнения (1) с точ- 
ностью соответственно 81 U 82, определенные на I и’принимаю- 
wue свои значения в Н, то для любого LEI, [> 4%, имеет место 
неравенство 


Qu (2) —у (2) |< а (to) —у (to) |Ф (1) + (er =) FE), 9) 


где 
t t 
M(t) =1+ \k К (τ) dt ) ds, 
À (s) exp € (т) τ) 5 
| (10) 
Ψ (t) =t—to+ | (s—to) k (s) exp k (τ) ат )ds. 
| 0 À 0 5 ( (т) τ) $ } 
Из соотношения || u’ (¢)—f (¢,u(t)) ||<e, справедливого на 


дополнении некоторого счетного множества, применяя теорему 
о конечных приращениях, выводим соотношение 
t 


Lu (@—u (ro) — f(s, u (s) ds|| <e, ЕВ) 

и точно так же ‘ 
|v @)—v (te) — \ f(s, v(s))ds||<e, ἜΤΙ 

to 


откуда 


[и (01а) (8) 
+) ὶ Φα, URLs, v(s))) ds |+ ue) (— to). 


В силу условия ae (8) имеем 


: t 
ee α(ο)--Ε(ο, voasl< [ [it (s, α(ο)--Γ(ο, vi) |4 < 
to | to | 
< | k()||u()—v(s) |4 


14* 
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откуда, положив w(t) = || u (ft) — v (tl) ||, получаем 
λ 


w (t) =w (to) + (81+ 82) 4-ю) + | k(6) w (9) 45. (11) 
to 
Теперь предложение будет вытекать из следующей леммы: 


ЛЕммА 2. Если на интервале [to, В] непрерывная числовая 
функция ш удовлетворяет неравенству 
t 
w(t) <@(t) + \ κ) (5) ds, (12) 
to 
где ф>0Ор— линейчатая функция na [to, ty], mo для to<t<t, 


выполняется неравенство 
t t 


w (t)<@(t) + \ Ф (8) k (5) exp € \ k (x) dx) ds. (13) 
to 8 
t 


B camom деле, положим у (1) = \ Е ($) 1 ($) ds; из  соотноше- 
to 
ния (12) следует, что на дополнении некоторого счетного MHO- 
жества 
y (t)—k(t)y (<9) κί). (14) 
t 
Если положить z(t) = y (t) exp ( — \ Е ($) ds ) ‚ то неравенство 
| ὦ 
(14) будет равносильно неравенству 


t 
2 <Ф(ОЕ( exp ( — \ k(s) ds) 
to 
Применяя к этому неравенству теорему о конечных прираще- 
ниях (гл. Г, $ 2, теорема 2) и учитывая, что 2 (fo) — 0, получаем 


неравенство 
2 8 


zU<\gls)k(s)esp( — \ k(t) dt ) ds, 
TANT OUT) 
откуда | 
y (t)< \ @ (5) Ё (5) exp F \ (т) ат ) ds, 
to $ 
а поскольку w(t)<q@(t)+ y(t), то отсюда вытекает (13). 
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Следствие. Пусть # — липшицева функция с константой k > 0, 
определенная на ГХН. Если u иур— два приближенных реше- 
ния уравнения (1) с точностью соответственно 81 и ερ, опреде- 
ленные на I и принимающие свои значения в H, mo для LEI 
имеет место неравенство 


| 42) —¥ |<) уе (es en) ET, (45) 


В самом деле, для t>t, это неравенство является прямым 


следствием неравенства (9); если же 1< 4, то достаточно при- 


ах 
менить (9) к уравнению Е —f(—s, x), получаемому из урав- 


нения (1) путем замены переменной {= — 5. 


Замечания. 1) При =O неравенство (15) обращается в нера- 
венство | 


|| u (И — у (0 || < |] u (to) — v (№) || + (€1 1-82) | ἑ---ἰρ |, 
доказательство которого очевидно. 

2) Если Е имеет конечную размерность и f есть липшицева 
функция на J X H, то можно доказать существование приближен- 
ного решения уравнения (1) (предложение 3), не пользуясь аксиомой 
выбора (упражнение 16)). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть f u g— две функции, определенные на 
[хН, удовлетворяющие условиям леммы 1 и такие, что на 
EHE 

ЦЕ, χ)--σ(, x) | <а. (16) 

Предположим, кроме того, что g есть липшицева функция 
на ГХН с константой Е >0. Если при этих условиях u есть 
приближенное решение уравнения х’=(Ь, x) с точностью в, 
определенное на I, со значениями в H, а у— приближенное 
решение уравнения x =g(l, X) с точностью &, определенное 
на I, со значениями в Н, то для любого t EL 

klt—to! 4 
e — 
Qu (2) —V¥ @) |< [а (40) — v (io) || et + (a +8, в) — — - (17) 

В самом деле, для любого из дополнения относительно Î 
некоторой счетной части / выполняется неравенство 


|| w’ (#) —5 (6, ч (0) || <а- в, 
то есть U есть приближенное решение уравнения x —g(é, x) 


с точностью a-+ &, откуда, применяя предложение 5, получаем 
неравенство (17). 
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5. Существование и единственность решений 
лилщицевых и локально липлиицевых уравнений 


ТЕОРЕМА 1 (Коши). Пусть f— липшицева функция на ГХН, 
J — компактный интервал, содержащийся в Г u не сводящийся 
к точке, и— точка из J, δ — открытый wap с центром хо 
и радиусом г, содержащийся в Н, и М — верхняя грань функции 
НЕ (2, х) || на Jx S. При этих условиях для любого не сводящегося 


к точке компактного интервала К, принадлежащего пересечению 
te 


интервалов J u }ο--ῃτ» + | и содержащего to, cywe- 


ствует, и притом единственное, решение дифференциального 
уравнения x’ =f (t, x), определенное на К, принимающее значения 
в 5 и равное ху в точке ἴῃ. 


Действительно, для любого достаточно малого & > 0 множество 
Г. приближенных решений уравнения (1) с точностью €, опре- 
деленных на А, принимающих значения BS и равных хо в точке fo, 
не пусто (предложение 3); кроме того, если и и у принадлежат Г, 
то в силу (15) неравенство 

| eRlt-tol__4 
[α()--ν()||-«26------- 
выполняется для любого {ΕΚ, и значит, множества F, образуют 
базис фильтра G, равномерно сходящийся на К к непрерывной 
функции W, равной Χρ в точке &; функция \ принимает свои 
значения в ©, так как из того, что 8 достаточно мало, следует, 
что функции ΕΚ; принимают свои значения в замкнутом шаре, 
содержащемся в ©. Поскольку f(t, u(f)) равномерно сходится 
на К по фильтру © к функции f(t, w(t)), то w удовлетворяет 
уравнению (6) и, значит, является решением уравнения (1). Един- 
ственность решения сразу вытекает из неравенства (15), если 
положить в нем &, = =0 и ч(&) = (to). 

Будем говорить, что функция f, определенная на ГХН, 
локально липшицева на этом множестве, если для любой точки 
(1, x) из JX Н существует такая окрестность У точки t (относи- 
тельно /) и такая окрестность © точки X, что функция # является 
липшицевой функцией на V x S (с некоторой константой К, зави- 
сящей от V и 5). По теореме Бореля — Лебега для любого ком- 
пактного интервала ὧς и любой точки х ЕН найдется такой 
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содержащийся в Н открытый шар 5 с центром хо, что функция f 
-липпицева Ha J Χ 5; следовательно, Ё удовлетворяет условиям 
‘леммы 1. Если f— локально липшицева функция на J κ Н, то мы 
будем говорить, что уравнение х’=Ё({, x) локально липшицево 
на / X H. 

Обобщим и уточним теорему 1 для локально ‘липшицевых 
уравнений; мы ограничимся случаем, когда fy является левым 
концом интервала J; отсюда легко перейти к случаю, когда lo — 
‘произвольная точка интервала Î (см. следствие из предложения 5). 


ТЕОРЕМА 2. Пусть [С-В — интервал (не сводящийся к точке) 
с левым концом to€J, H—nenycmoe открытое подмножество 
пространства Е и f— локально липшицева функция на ГХН. 

1° Для любого хЕН найдется такой наибольший интервал 
«ΧΙ ε левым концом % ЕЛ, на котором существует интеграл u 
уравнения x’ =f (t, x), принимающий свои значения в H u pae- 
ный хо в точке to; этот интеграл единствен. 

2° Если J#I, то J есть полуоткрытый интервал [to, BI 
конечной длины; кроме того, в этом случае для любого компакт- 
ного подмножества KT Н множество u’ (К) является компактным 
подмножеством множества В. 

3° Если интервал J ограничен и функция f(t, u(t)) ограничена 
на J, то в правом конце интервала J функция u(t) имеет предел 
слева, равный ©; если, кроме того, J=I, то © есть граничная 
точка множества Н в E. 


1° Пусть 3 — множество интервалов L (не сводящихся к точке) 
с левым концом &ЕД, содержащихся в J и таких, что на L 
существует решение уравнения (1), принимающее значения в Н 
и равное Χρ в точке fy; в силу теоремы 1 множество WM не пусто. 
Пусть Г и Г/’— два интервала, принадлежащие Mt, и пусть, 
к примеру, LCL’; если u и у— два интеграла уравнения (1), 
определенные соответственно Ha /, и на L’, принимающие значения 
в Ни равные Χρ в точке fo, то у является продолжением и. 
В самом деле, пусть В есть верхняя грань множества таких ЕЕ L, 
что Ὦ (5) =У (6) для tp LS <<; покажем, что {4 есть правый конец 
интервала L. В противном случае мы могли бы утверждать, что 
u (#1) =уУ(Ё) по непрерывности, и х, = и (1) принадлежала бы H; 
а поскольку Ё локально липшицева, то теорема 1 показывает, 
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что может существовать лишь один интеграл уравнения (1), опре- 
деленный в некоторой окрестности точки {4, принимающий значе- 
ния в À и равный x, в точке f,; итак, мы пришли к противо- 
речию, предположив, что & не является правым концом интервала 
L. Таким образом, мы показали, что если J есть объединение 
интервалов LE Mt, то существует, и притом единственный, интеграл 
уравнения (1), определенный на J, принимающий значения в Н 
и равный хо в точке ἴῃ. 

2° Предположим, что J AJ, и пусть В — правый конец интер- 
вала J; если В является в то же время правым концом интервала /, 
то BEI (следовательно, В конечно), и тогда, согласно допущению, 
J=[to, BI. Допустим поэтому, что В не является правым концом 
интервала Г; если ВЕЛ, то а (В)=е принадлежит Н; в силу 
теоремы 1 существует интеграл уравнения (1), принимающий 
значения в Н, определенный на интервале [β, βι[ς 1 и равный 6 
в точке В; значит, J не может быть наибольшим из интервалов 
множества Yt, что невозможно; таким образом, окончательно 
получаем, что Л = [ἰρ, PI. 

Если К есть компактная часть множества Н, то множество 
и 1(К) замкнуто в J; докажем существование такого YEJ, что 
функция u’(K) непрерывна Ha [io, y], откуда будет вытекать 
компактность множества U’(K). В противном случае найдется 
такая точка ΟΕΚ, что точка (В, €) является предельной для 
множества точек (&, и (1)), где < Ви u(t)EK. А так как PEL 
и < ЕН, то в Ι существует такая окрестность У точки В, ав A — 
такой открытый шар S с центром © и радиусом 7, что функция f 
является липшицевой и ограниченной на V X 5; пусть М — верхняя 
грань функции ||# (Е, x) || на этом множестве. По предположению, 


найдется такое В ЕУ, что β--έι-«-τῃ, НЕГи [м (#4) —в |< 5; 


теорема 1 показывает, что существует, и притом единственный, 
интеграл уравнения (1), принимающий значения BH, определен- 
ный на интервале [t,, 25], содержащем В, и равный u(l,) в точке Li; 
так как на интервале [#, Pl этот интеграл совпадает с u, то 
J =[to, Bl не может быть наибольшим из интервалов множества We, 
что противоречит сделанному предположению. 

3° Допустим, что интервал J ограничен и что ||Ё (6, ч(1)) ||<М 
на J; следовательно, || 1’ (2) || < М на дополнении некоторой счет- 
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ной части интервала J; значит, согласно теореме о конечных 
приращениях, ||u()—u(l)||<M|s—t| для любых $ и Ё из J; 
таким образом, на основании критерия Коши функция u имеет 
в правом конце В интервала J предел слева, равный ©. Если J 1, 
то с не может принадлежать Н, так как, продолжив U по непре- 
рывности в точку В, мы получим, что U является интегралом 
уравнения (1), принимающим значения в Н, определенным на ин- 
тервале [{ᾳ, В] и равным хо в точке ἴϱ; стало быть, в этом случае 
/=[&, В], что противоречит только что доказанному утвержде- 
нию 2°. 


Следствие 1. Если Н=Е и J#I, то функция f(t, u(t)) 
не ограничена на J; если в тому же E имеет конечную размер- 
ность, то ||u(t)|| имеет в правом конце интервала J предел 
слева, равный —+ co. 


Первое утверждение этого следствия вытекает непосредственно 
из третьего пункта теоремы 2. Если же Ё — конечномерное про- 
странство, то всякий замкнутый шар S CE компактен, и тогда 
вторая часть теоремы 2 показывает, что существует такое YEJ, 
что и (1) 65 для t>y. 


Если Е имеет бесконечную размерность, то может случиться, 
что J =Е Г, а ||ч (2) || остается ограниченной, когда # стремится к пра- 
вому концу интервала J (упражнение 5). 


Следствие 2. Если на ГХН функция f является липшицевой 
с линейчатой функцией k(t) и если правый конец В интервала J 
принадлежит I, то u имеет в точке В предел слева; если Н = Е 
uf является липшицевой функцией на IX H с линейчатой функ- 
цией k(t), πιο J=1. 


В самом деле, если ВЕГ, то в J существует такая компактная 
окрестность У точки В, что функции f(t, хо) и A(t) ограничены 
на V; следовательно, ||f(t, x) ||<m||x||+h (т и h— постоянные} 
на V x H, откуда || u’ (t) || <m || ч (8 || + wa дополнении некоторой 

t 
счетной части множества V ()J и, значит, || (1) || <m \ ju (5) 14$ 4 
| ‘ 
(q — постоянная) на V[)J; лемма 2 показывает, что || u(t) || <ce”" а. 
(си 4— постоянные) на УП]; стало быть, ἕ(ί,α(!)) остается 
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ограниченной на J, и доказываемое следствие вытекает из 
теоремы 2. 


Примеры. 1) Для дифференциального уравнения вида x’—=g(t), 
где g линейчата на [, всякий интеграл и, очевидно, определен 
на всем интервале J. Отметим, что функция и может быть ограни- 
чена Ha J и в том случае, когда для g(t) это не имеет места. 


2) Для скалярного уравнения 5’'=У 1—2? имеем [--Β, H= 
=]—1,1[. Если положить tg=29—0, то соответствующий интеграл 
равен sint на наибольшем содержащем 0 интервале, Ha котором 


. π π . 
производная функции Sin { положительна, то есть на wer oo NS ; 


на концах же этого интервала интеграл стремится к правому концу 
интервала H. 

3) Для скалярного уравнения х’=1--х2 имеем /[=Н=В; инте- 
грал, обращающийся в нуль при #=0, равен 47 а наибольший 
содержащий 0 интервал, на котором функция непрерывна, есть 


Je ] 5 : +5]; на концах этого интервала функция | tgé| стре- 


мится к -|-с0 (ср. следствие 1 из теоремы 2). 

4) Для скалярного уравнения 5’ == 1 {x имеем /=Н==В и правая 
часть ограничена на /x H; значит (следствие 1 из теоремы 2), каждый 
интеграл определен на всей прямой В. 


6. Непрерывность интегралов rar функций 
от параметра 


Предложение б показывает, что если дифференциальное урав- 
нение х’=# ($, x) является «близким» к липпицеву уравнению 
x’=g(t, x) и оба уравнения имеют приближенное решение на 
одном и том же интервале, то эти два приближенных решения 
являются «близкими»; мы уточним этот результат, показав, 
что существование решения липшицева уравнения X --σ(!, x) 
на некотором интервале влечет существование приближенного ре- 
шения уравнения xX’—=f(t,x) Ha TOM же интервале, если только 
Ha этом интервале значения решения уравнения x’ — g(t, x) не Oy- 
дут «слишком близкими» к границе множества Η. 


Предложение 7. Пусть Ё{ и g—0ee функции, определенные 
на ГХН, удовлетворяющие условиям леммы À и такие, что 
на ГХН N 
IE, χ)--β(, x)||<a. (16) 
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Кроме того, предположим, что 5 — липшицева функция с кон- 
стантой К>0 на ГХН, a !— локально липшицева на ГХН 
или что Е — конечномерное пространство. Пусть (to, хо) — точка 
uz ГхН, w—cmpoeo положительное число и @ (t) =pert—to) + 

ertt-t0) _4 

k 

деленный на интервале К =[to, @, содержащемся в I, равный хо 
в точке lo и такой, что для любого {ЕК замкнутый шар с цент- 
ром u(t) и радиусом ф (1) содержится в Н. При этих условиях 
для всякого yEH, удовлетворяющего неравенству || y—Xo||<p, 
существует интеграл у уравнения x’=f(t, x), определенный 
на К, принимающий значения в Н и равный у в точке to; кроме 
того, || u(t)—v(t)|[<@(t) на К. | 


. Пусть u— интеграл уравнения x’ = g(t, x), onpe- 


Пусть.) — множество интегралов уравнения x’ =f (ft, x), каж- 
‚дый из которых принимает свои значения в H, равен у в точке fy 
и определен на полуоткрытом интервале [to τ[, содержащемся 
в / (и зависящем от рассматриваемого интеграла). Согласно 
теореме 1 (если Ё локально липшицева) или следствию из пред- 
ложения 4 (если Е — конечномерное пространство) множество M 
не пусто, и то же самое рассуждение, что в предложении 3, 
показывает, что множество M индуктивно, если упорядочить его 
посредством отношения «у есть сужение и». Пусть vy — максималь- 
ный элемент множества Wt, [fo, #[— интервал, на котором опре- 
делена функция Vo; в силу предложения 6 все сводится к дока- 
зательству того, что &>Ь. В противном случае на основании 
предложения 6 на интервале [ίρ, {| выполнялось бы неравенство 
|| u(t) —Vo (¢) ||<(¢); но на компактном интервале [fo, #] линей- 
чатая функция © (1, u({)) ограничена, и следовательно, на интер- 
вале [to, {| функция g(t, Vo(t)) ограничена, поскольку 
[5 (6, Vo (4) |< |8 (Ь w(4)) || + ἆφ (4) _ 

Ha этом интервале. А так как Vo есть приближенное решение 
уравнения х’= (1, x) с точностью α Ha [&, til, то для всех точек 
этого интервала, за исключением счетного множества, существует 
такое число М >0, что || vo(t) || <M; тогда теорема о конечных 
приращениях показывает, что || Vo (5) — Уо (8 || <M|s—t| для лю- 
бой пары точек $, { из [fo, #[, и значит (критерий Коши), vo (1) 
имеет в точке {, предел слева, равный ©, и по непрерывности 
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|| c—u (81) | <Ф(#); следовательно, CE H. В таком случае на oc- 
новании теоремы 1 или следствия из предложения 4 заключаем, 
что интеграл уравнения x’=f(t, x) определен на интер- 
Bane [t,, {| и равен € в точке L,, что противоречит определе- 
нию Vo. 


ТЕОРЕМА 3. Пусть Е— топологическое пространство, #— 
такое отображение множества IXHXF в Е, что для любого 
GEF функция (t, x) —Ê(t, x, & липшицева на ГХН и f(t, x, Ë) 
равномерно стремится в f(t, x, &) на ГХН, когда Е cmpe- 
мится к &. Пусть чо (К — интеграл уравнения x’=f(t, x, ξο), 
определенный на интервале J --[ίᾳ, b[, содержащемся в I, npu- 
нимающий значения в H и равный то в точке to. Для любого 
компактного интервала [to, t], содержащегося в J, в Е cywecm- 
вует такая окрестность ТУ точки &, что для любого 
ЕСТ уравнение x’ =f (t, x, &) имеет интеграл (и притом един- 
ственный) u(t, &), определенный на [ίρ, ti], принимающий зна- 
чения в Н и равный ху в точке ty; кроме того, когда Е 
стремится K &, u(t, Е) равномерно стремится в uo(t) 
на [{ο, li]. 


В самом деле, пусть r => 0 таково, что для ty<t<t, замкну- 
тый шар радиуса г с центром в чо (1) содержится в H; если 
fiz; x, 20) — липпицева функция с константой k>0 на ГХН, 
ей (1—1) 1 
eg 
так, чтобы для любого EEV на J XH выполнялось неравенство 
ИЕ ($, x, &) — ($, x, &>) ||<a, мы при помощи предложения 7 полу- 
чаем требуемое утверждение; кроме Toro, на [&, ἴα] 


то возьмем @ столь малым, что а < г; выбрав затем И 


u) Et, 


что и завершает доказательство теоремы. 


Замечание. Если H=E и условие (16) выполняется на IXE, 
то предложение 7 применимо к любому решению уравнения 
х’— о (1, u) на произвольном интервале, на котором это решение 
определено; можно даже предположить, что F(t, X) есть липшицева 
функция с функцией k(t), линейчатой на К, но не обязательно огра- 
ниченной на этом интервале. 
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7. Зависимость от начальных условий — 


Пусть x’ =f ($, x) — локально липшицево уравнение на 7 X H; 
согласно теореме 2, для любой точки (lo, X) из ГХН суще- 
ствует наибольший интервал J (to, Xo) С Г, He сводящийся к точке, 
содержащий & и такой, что на нем существует интеграл (и при- 
том единственный) уравнения, равный хо в точке ἴῃ; мы уточним, 
каким образом этот интеграл и интервал J (to, хо), на котором он 
определен, зависят от точки (Lo, Χρ). 


ТЕОРЕМА 4. Пусть f — локально липшицева функция на ГХН 
u (а, b)— произвольная точка из I X H. 

1° Существует такой интервал K CI, являющийся окре- 
стностью точки a в I, и такая окрестность У точки be H, 
что для любой точки (ty, Xo) из K XV существует, и притом 
единственный, интеграл u(t, to, Xo), определенный на К, прини- 
мающий значения в Н и равный хо в точке t, (иными словами, 
для любой точки (К, хо) ЕК ХУ имеем J (&, Χρ) К). 

2° Отображение (t, ty, хо) ~u(t, to, хо) произведения К X το ХИ 
в Н равномерно непрерывно. 

3° В Н существует такая окрестность W CV точки b, что 
для любой точки (+, to, Xo)  K X K X W уравнение xo =u (to, $, x) 
имеет в V единственное решение x, равное w(t, to, хо) («интег- 
рал, разрешенный относительно постоянной интегрирования»). 


1° Пусть 5 — такой содержащийся в H шар радиуса г с цент- 
ром в Би J,—Takoï интервал, содержащийся в / и являющийся 
окрестностью точки а в Г, что функция Ё ограничена и липши- 
цева (с некоторой константой А) на Jp XS; обозначим через М 
верхнюю грань функции ||1(1, х)| на JoxS. Тогда найдется 
(теорема 1) интервал JC Jo, являющийся окрестностью точки а 
в /, и интеграл у уравнения х’=# ($, x), определенный на J, 
принимающий значения в ὅδ и равный b в точке а. Мы покажем, 


что открытый шар ТУ радиуса с центром в b m пересечение 


= 
2. 
Κον. и с интервалом ja—l,a-+l1[, где [ достаточно мало, 
удовлетворяют требуемым условиям. В самом деле, предложе- 
ние 7 (примененное к множеству JoXS для случая а=0) по- 
казывает, что существует интеграл уравнения x’ =f (t, x), onpe- 


деленный на К, принимающий значения в ὅ и равный хо в точке 
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ЕК, так как для любого {ЕК | 
v(t) —b || +] v (to) — xo] eh tot <r. (18) 
Но в силу теоремы о конечных приращениях || v(t)—b||< 
<M|t—a|<Mlnaa любого t€ K; поскольку ||x,—b|| < r/2, то. 
ясно, что для того, чтобы соотношение (18) выполнялось в лю- 
бой точке (1, to, Xo) и K X Kx V, достаточно взять | таким, чтобы 


м1 + (MI ++) eh Cr. A9} 


2° Согласно теореме о конечных приращениях, для любых 
to, {ιν to из К и любого x, из У справедливо неравенство 


| u (1, to, Χρ) —u (5, Lo, Χρ) |< <M| ly — ty |. (20} 
Предложение 5 показывает, что соотношение — 
| (2, Lo, x1)—u (8, to, Χο) || < ей! || a — x || (21) 


выполняется для любых tm В из К и любых x, их. из И. 
Наконец, если it, и t,— любые точки из К, то в силу теоремы 
Ὁ конечных приращениях 

| (és, 25, хо) — м (№, te, Χρ) || < M |t,— ty |, 
то есть 

ju (24, #5, хо) —Xo || <M | t,—t, |; 

а так как функция и ($, {>, Xo) совпадает с интегралом, прини- 
мающим в точке {, значение u(t), Lo, хо), то предложение 5 пока- 
зывает, что 

|| u(t, t4, хо) — м (В to, хо) |<Me"|t,—t,| (22) 
для любых Ё ВН и $ из К и любого x, из V. Таким образом, 
неравенства (20), (21) и (22) показывают, что отображение 
(2, Lo, хо) ~ и ($, to, хо) равномерно непрерывно на Ах K x V. 

3°В силу неравенства (20) ||u(t, to, ж)—х|| < п 

<2Ml на КХКХУ. Если взять | столь малым, чтобы 2 М1 “are 5 


то, очевидно, для произвольной точки хо открытого шара И’ с 


центром Би радиусом -- имеем и ($, fo, хо) Е V при любых tu to из К. 


Если х==и ($, to, хо), то функция $—1 (5, t,x) определена на К 
и равна интегралу уравнения (1), принимающему в точке £ 
значение X, то есть равна и (5, Lo, хо); в частности, 


Хо = И (Lo; Lo, Xo) = ($; ξ; Χ). 
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Если при этом y€V удовлетворяет условию хо=и (fo, é, у), TO 
интеграл s—u(s, &, y) принимает в точке & значение Xp, значит, 
совпадает с интегралом s—u(s, io, хо) и, следовательно, прини- 
мает в точке { значение X, что показывает, что у=х, чем дока- 


зательство и завершается. 


Упражнения. 1) а) В обозначениях n° 3 предположим. 
что f равномерно непрерывна на JXS. Доказать для этого случая 
предложение 3, не пользуясь аксиомой выбора (пусть 6 таково, 
что из соотношений | t2—t, | < ὃ, || х›—х, || < ὃ вытекает неравенство 
| (12, х2) —# (5, x,) || Ke; рассмотреть разбиение J на интервалы 


ὃ 
длины меньше или равной min ( δ. М и определить по ин- 


дукции приближенное решение). 

6) Доказать, не пользуясь аксиомой выбора, предложение 3 для 
того случая, когда Е— конечномерное пространство, а f— липши- 
цева функция на ГХН (заметить, что для любого 6 >0 Β 5 най- 
дется конечное число таких точек х;, что любая точка из S будет 
отстоять от одной из xX; на расстоянии, не превышающем ὃ; далее 
‘поступать, как в a), рассматривая конечное число линейчатых функ- 
ций f(t, X;)). 

2) Пусть заданы два числа b >0, M>O0 и произвольное число 
& >0. Указать пример такого скалярного дифференциального урав- 
нения х’=5 (т), что |& (2) |< М для |z|<  Ἡ что интеграл z=u (t) 


b b 
этого уравнения непрерывен Ha интервале | TES tel ” 


b 
HO не имеет конечного предела в точке T= TE (определить & 


таким образом, чтобы рассматриваемый интеграл имел Ha интер- 
b 


b 
Basle | are wrel непрерывную производную, которая 
b b 


на интервале | TM : м | равна постоянной М). 

3) Пусть 5 —открытый шар радиуса г с центром в Χρ, #ё—лип- 
шицева функция с константой А > 0 на [Ж5; предположим, кроме 
того, что f(t, хо) ограничена на J, и обозначим через Мо верхнюю. 
грань функции ||# (1, хо) || на этом интервале. Показать, что для 
любого t9 € Г существует интеграл и уравнения х’=# (1, x), прини- 
мающий значения в S, равный хо в точке fg и определенный на 
пересечении интервала Jf с интервалом ]ίρ--λ, to+Al[, где 


Ὧν 1 kr ° Ἢ να : 
A = 108 (1457; ) (заметить, что для # > Ц имеем || u ({) --- Χρ ||<. 
| t 
< Mo (t—t)-+K \ || u(s) —ж ll ds. 


to 
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°4) а) Пусть J=]tg—a, to+a|— открытый интервал из В, S— 
открытый шар в Е радиуса г с центром в Χρ, #— локально липши- 
цева функция на ZXS. Пусть h(s, 2) — положительная функпия 
действительных переменных $, 2, определенная и непрерывная для 
О< < аи 0О< 3 <ги такая, что при любом s€[0, а] отображение 
2—1 (5, 2) является возрастающей функцией; предположим, что на 
1х5 выполняется неравенство |!f(t, х) || «ς ἦν (| {---ἰρ |, ||x—xo|)). 
Пусть ф— примитивная линейчатой на [0, a] (a< а) функции, при- 
нимающая значения в [0, г [и такая, что ф (0) =0 и φ’ ($) > Κι ($, ф (s)) 
на всем интервале [0, a], кроме счетного множества точек. Показать, 
что интеграл u уравнения х’—# (1, x), равный хо в точке fo, опре- 
делен на ]ίρ--α, to+a[ и что на этом интервале || u (И —жо || < 
<$ (1—4 |). 

6) Вывести из а), что если f определена на IXE и если суще- 
ствует функция #1 (2) действительного переменного 2, непрерывная, 
возрастающая, строго положительная для всех 2 > 0 из этого MHO- 

—+ со 


а 
жества и такая, что \ ΤΠΕ и || (Е х) || <A (|| x||), то любой 


интеграл уравнения x’—=f(t, x) определен на всем интервале Г. 
25) Пусть Е — полное нормированное пространство последователь- 
ностей X= (Zn) nen действительных чисел, удовлетворяющих условию 


lim z,=0, с нормой ||х||=зар | хи |. Пусть для любого целого п: 
τι 


n—>00 

€n есть последовательность, все члены которой равны нулю, кроме 
члена с номером п, равного 1; пространство E есть прямая сумма 
подпространства V, размерности 2, порожденного векторами ey, 
и €ni4, и замкнутого подпространства Wh, порожденного векто- 
рами ez с индексом k, отличным от пи от п--1. Пусть f„— непре- 
рывная и липшицева на Е функция со значениями в ЕЁ, постоянная 
на любом классе по модулю Why, равная Θῃ}|--6ῃ на прямой, соеди- 
няющей €n и 6η}, и равная 0 на пересечении V„ с шаром 


1 
[Ex || < Z С другой стороны, пусть для любого целого п функция Фи 03- 


начает числовую функцию, определенную и непрерывную на интервале 


1 1 
Een ΠΕ γττη. | ‚ равную 0 на концах этого интервала и такую, что 


4 
n 
1 


n+1 
функцию f со значениями в E, определенную следующим образом: 
1 1 


2 (0, x)=0 для любого хЕЁ, f(t, х)=ф„(РЬ( для =1<# <. 


фл (é) dt=1. Пусть Г— интервал [0, 1] из В; рассмотрим на [ΧΡ 
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Показать, что f непрерывна и локально липшицева Ha JXE, HO 
тем не менее существует интеграл u уравнения х’=} (t, x), опреде- 


1 
ленный и ограниченный на ]0, 1[, равный e, для i=— и, значит, 


пе стремящийся ни к какому пределу, когда # стремится к 0. 
°6) а) Пусть /=[0, {со [; показать, что если {— липшицева 


функция на [ХЕ с линейчатой функцией ^(1)>0, для которой 
OO 


\ А (Е) dt сходится, то всякий интеграл уравнения x’ —f (1, x) опре- 
0 
делен на всем интервале J. 
O0 
6) Если, кроме того, интеграл \ || £(¢, хо)||4Ё сходится (для 
| 0 
некоторой точки х ЕЁ), то показать, что всякий интеграл уравне- 
ния х’—1 (Е, X) стремится к конечному пределу, когда Z стремится 
к — со (вначале показать, что при ¢, стремящемся к O0, всякий 
интеграл остается ограниченным). 


7) Рассмотрим систему скалярных дифференциальных уравнений 


n 
dx; a ν 
7 Sebi > CijRtjtr (1<1< п), 
3 й=1 
где C;jk — постоянные, удовлетворяющие условию сё}; = —C;jg. Пока- 


зать, что интегралы этой системы определены для всех значений À 
Τι 


(заметить, что > 21 постоянна для любого интеграла x=(z;)). 
i=1 
8) Пусть {—функция, определенная на J X H, удовлетворяющая 
условиям леммы 1 и такая, что для некоторой константы X, 
0< А < 1, и некоторой точки igE I при любых TEI и x, ΧΡ из Н 
выполняется неравенство 


f(t, dr IS || xy— x |. 
[é—to | 


Показать, что если u и у— два приближенных решения уравне- 
ния х’—={ (1, X) с точностью соответственно &/ И #2, определенные 
на /, принимающие значения в Я и принимающие одно и то же 
значение в точке 20, то для любого LE J выполняется неравенство 


|1 (4) —v (2) | STE 


Вывести отсюда, что при указанных условиях теоремы 1 и 2 оста- 
ются справедливыми для уравнения x’—=f(t, x). 
°9) Пусть /— интервал из В, & — точка из J, S— map в Е радиуса 
г с центром в хо, С—нормированное пространство ограниченных 
отображений произведения J хо в E, причем норма такого отобра- 
жения f равна верхней грани ||f|| функции ||#(, х)|| πα ZXS. 
15 н. Бурбаки 
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Пусть Gm есть шар || {|| <М в С для любого М >0. Пусть L— 
подмножество пространства С, образованное липшицевыми отобра- 
жениями / хо в Е; пусть для любой функции fEL(\Gy интеграл 
и = 0 (f) уравнения х’={ (+, x) таков, что и (4) = хо, что OH прини- 
мает значения BS и определен на пересечении интервала Ju из 1 
r r a 

с интервалом | 0 — 7 ‚ to + М | (теорема 1). 

а) Пусть (#)— последовательность функций, принадлежащих 
L()\Gy; если f, равномерно сходится на ΙΧ 9 к некоторой функции 
f, то любое предельное значение (в топологии равномерной сходи- 
мости) последовательности Un = 0 (f,) в пространстве F. ограничен- 
ных отображений интервала Jy в Е есть интеграл уравнения x’ = 
—f(t, x), принимающий значение Χρ в точке fg (воспользоваться 
тем, что множество функций U, равностепенно непрерывно). Обратно, 
всякий интеграл у уравнения x’=f(t, x), определенный на Jy 
и такой, что у (1)= хо, является также интегралом уравнения x’ = 
=g(t, x), где х— липшицева функция, сколь угодно близкая к 
функции f в С (рассмотреть уравнение x’=f, (t,x)-+v’ (t)— 
—fn (6 v (2). 

6) Предположим, кроме того, что Е имеет конечную размерность. 
Показать, что если fE Gy удовлетворяет условиям леммы À, то для 
любого ¢€ /м множество Н (1) значений в точке # интегралов урав- 
нения x’=—f(¢t, x), принимающих значение хо в точке fo, есть 
компактное связное множество (для доказательства того, что H(t) 
замкнуто, воспользоваться теоремой Асколи; для доказательства его 
связности использовать а): если 21, Lo —точки из A(t) и #— произ- 
вольное строго положительное число, то показать, что существует 
связное множество D таких функций g, принадлежащих L{\Gm, что 
|! — < || <= для любой функции Фи что множество значений 
функций U (5) в точке { связно и содержит точки 2) и 20. В заклю- 
чение перейти к пределу по ультрафильтру окрестностей 0 BR,). 

10) Пусть }—непрерывная ограниченная числовая функция в 
прямоугольнике δ: |t—tg|<a, [x — xp] <b из R2. Пусть М — верх- 
HAA грань функции | } (Е, v)| Ha P и Ι--]ίρ--α, ἱρἼ-α[, где a= 


b | 
= min(a, М . Показать, что верхняя и НИЖНЯЯ огибающие множест- 


ва Ф интегралов уравнения x’ = } ({, x), определенных Ha J и принимаю- 
щих значение 20 в точке lo, также являются интегралами уравнения 
x’—=f(t, x) и называются соответственно максимальным и минималь- 
ным интегралом этого уравнения, соответствующим точке (к, 20) 
(заметить, что множество Ф равностепенно непрерывно и замкнуто 
в топологии равномерной сходимости на 1). 

Пусть (для любого TE 1) Е есть значение минимального интеграла, 
соответствующего (ίρ, 20) в точке т. Показать, что минимальный 
интеграл, соответствующий точке (т, &), совпадает с минимальным 
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интегралом, соответствующим точке (ig, Lo), на интервале вида 
т, TH hf, если tT >to, и на интервале вида |tT—h, τ], если < fg. 
Вывести отсюда, что существует наибольший открытый интер- 
вал |1, tof, содержащий tp, содержащийся в |110 — а, ю-Ра|[ и такой, 
что минимальный интеграл и, соответствующий точке (ig, 20), может 
быть продолжен по непрерывности на J{4, lol Tak, чтобы в любой 
точке ¢ из ]14, to[ значение функции и (1) принадлежало интервалу 
]20---ὀ, xo +O[ и чтобы интеграл и совпадал с минимальным интег- 
ралом, соответствующим точке ($, и (#)), на интервале вида [é, th], 
если {> Ц, и на интервале вида ]E—h, #|, если < ig; кроме Toro, 
показать, что либо tj=tg—a (соответственно fo —{p -Ра), либо 


lim u (t)= 20 + ὃ (соответственно lim и (В -- αρ + 65). 
tty tte 


11) а) Пусть в прямоугольнике P:|t—tg|<a, |α--αρ| «- ὃ опре- 
делены такие две непрерывные числовые функции g и Äh, что 
g(t, α) < h(t, x) на P. Пусть и (соответственно г)— интеграл урав- 
нения х’=Е(Ь x) (соответственно 2’=й (+, x)), определенный Ha 
интервале [ίρ, to-+cl и такой, что u (&)= хо (соответственно UV (fg) = 
--2ρ); показать, что для {0 Lt в-с выполняется неравенство 
и (t)<c v(t) (рассмотреть верхнюю грань T тех {, для которых имеет 
место это неравенство). 

6) Пусть и— максимальный интеграл уравнения 2’ =git, x). 
соответствующий точке (ig, 20) (упражнение 10), определенный на 
интервале [ίρ, to+c[. Показать, что на любом компактном интервале 
[0, to + af, содержащемся в [éo, to cf, минимальный и максимальный 
интегралы уравнения 2’ = & (&, x)+£, соответствующие точке (tg, αρ), 
определены для всех достаточно малых & > 0 и равномерно сходятся 
к и, когда в стремится к 0, принимая положительные значения. 

в) Пусть g и h— две числовые функции, определенные и непре- 
рывные на Р и такие, что g(t, α) < h(t, x) наР. Пусть [ίρ, tg-+e[— 
интервал, на котором определены интеграл и уравнения х’= 5 (&, x), 
удовлетворяющий условию и (ц)=10, и максимальный интеграл v 
уравнения α΄ --]ν (ЁЬ x), соответствующий точке (io, To). Показать. 
что на этом интервале и (1) < v (® (свести к случаю a) при помощи 6)). 


12) Пусть и— интеграл уравнения xv’ = À + ‚ равный! 0 для 


x2 
4+ ¢2 
t—0, и пусть /— наибольший интервал с началом в 0, Ha котором 


функция и непрерывна. 
1 


а) Показать, что если Mey ‚ то J=[0, +oo[ (использовать 
упражнение 4). 


6) Показать, что если > ;:20.,57—=[0, af, где 


π π 
sh -------- A a x sh —— 
2VA V a 1 
(положить x —y У 1-13 и воспользоваться упражнением 11). 
15° 
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°13) а) Пусть I=[io, toc], и пусть ®— непрерывная положи- 
тельная числовая функция, определенная на J&R. Пусть 5 — шар 
с центром в хо в полном нормированном пространстве E, и пусть 
{ —такое непрерывное отображение произведения ΙΧ S BE, что для 
любых EI, х 65 и х›Е5 выполняется неравенство || f(t, х!)— 
—f ($, Χο) || <o (t, || xy, —Xa ||). Пусть u u v— два интеграла уравнения 
x’ =f (1, x), определенные Ha J, принимающие значения в 5 Π такие, 
что U (tp) = Xy, У (1) = Χο; пусть w— максимальный интеграл (упражне- 
ние 10) уравнения 2’= < (Е, 2), соответствующий точке (fo, || ΧΙ — Χο ||); 
допустим, что он определен на J; показать, что Ha / выполняется 
неравенство ||ult)—v()||<w(t). (Пусть w(t, &) — максимальный 
интеграл уравнения 2’=0 (+ 2)+8, соответствующий точке 
(10,|| Xı—Xa ||), где € > 0 достаточно мало. Рассуждая от противного, 
показать, что ||м (2) —у (1 || < w(t, =) для любого e > 0.) 

6) В формулировке условий упражнения а) заменить интервал ζ 
интервалом J’ = [to —с, to]. Показать, что если ш является на этом 
интервале минимальным интегралом уравнения 2’—@(t, 2), COOT- 
ветствующим точке (to, || X4—X2 ||), то Ha J’ выполняется неравенство 
|| u (2) —v (0 || 2 w (0 (тотже прием). 

°14) a) Пусть ®(ЁЬ 2) —непрерывная положительная числовая 
функция, определенная для 0<t<a и 2550. Предположим, 
что 2=0 является единственным интегралом уравнения 2’ = 
— 0 (1, 2), определенным для O<t<a@ и таким, что Е 

> 


u im AU 0, Пусть Ι--[ίῃ, to-+al, S—map в Е с центром в Xo, 
1—0 
{ — такое непрерывное отображение произведения IxS в Е, что 


для любых ЕЁ Е 1, x,€S и X2 ES выполняется неравенство || Ê (£, X) — 
—# (2, Xe) || <o@(|2—to |, ||xı—Xa ||). Показать, что на интервале, 
содержащемся в J и имеющем левым концом tp, уравнение x’ = 
—f(t, x) не может иметь более одного решения U, удовлетворяю- 
щего условию U (&)=хо. (Рассуждать от противного: если у — другой 
интеграл уравнения x’—f(t, x), то при помощи упражнения 13 6) 
оценить снизу выражение ||и (1) —у (1) || на интервале с левым 
концом в ig и получить противоречие.) 


Применить к случаю, когда w(t, )=k— при O<k<i (en. 
упражнение 8). 
6) Результат упражнения a) применим к случаю 0 (ί, )=-; 


путем построения примера показать, что если в этом случае и и 
у — два приближенных интеграла с точностью 8 уравнения x’ = ({, x), 
равные хо в точке ἔρ, то выражение || u (2) —У (t) || нельзя оценить сверху 
при помощи числа, зависящего только от # (и не зависящего от функ- 
ции f). (Взять в качестве f непрерывное отображение произведения 
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В. ХВ 8 В, равное — для > и для OLIS ja] < ?2, и не 


зависящее OT ¢ для остальных точек (&, α).) 
в) Пусть 0 (#1) — положительная непрерывная числовая функция, 


заданная для О < 1< а. Показать, что если интеграл Au схо- 


1-0 (0, 
t 2 


дится, то результат упражнения а) применим для w(t, 2) = 
a 
9 (4) 


напротив, если | ae бесконечен, то построить пример такой 


0 
непрерывной функции f, что 
оО 
IS | 


но что уравнение х’={(1, x) имеет бесконечно много интегралов, 
равных хо в точке & (построить f, как в 6)). - 

15) Пусть f (Е, α) --- непрерывная числовая функция, определен- 
ная для |t|<a, |х| < и такая, что fl(t,x)<O для tx >0 
и f(t, x) >0 для tr <0; показать, что х=0— единственный инте- 
грал уравнения x’ =} (&, x), принимающий в точке ἰ--0 значение 0 
(рассуждать от противного). 

16) Пусть Е— конечномерное векторное пространство, и пусть 
функция f, ограниченная на ГХН и удовлетворяющая условиям 
леммы 1, такова, что уравнение х’={ (+, x) имеет единственное 
решение u, определенное Ha J, принимающее значения в H и равное 
20 В точке 20. Предположим, кроме того, что для любого достаточ- 
но большого целого п существует приближенный интеграл U, с точ- 


ΧΙ — Χο ||, 


1 a | 
ностью a уравнения x’=f(t, x), определенный на J, прини- 


мающий значения в Н и равный Xp в точке ἴρ. Показать, что после- 
довательность (Un) равномерно сходится к и на любом компактном 
интервале, содержащемся в / (воспользоваться тем что последова- 
тельность (U,) равностепенно непрерывна на /). 

17) Пусть Е — пространство последовательностей х= (X), εν Дей- 


ствительных чисел, удовлетворяющих условию lim х„=0, с нормой 
N>OO 


|х ||=sup | 2ῃ |; оно является полным нормированным пространством. 
nr 


Пусть для любого x—=(x,) ЕЕ функция y=f (x) ee элемент y= (уп) 


из Е, определенный равенством Yn=V |x, | + —— ; функция f не- 


n т 1’ 
прерывна Ha Ё. Показать, что не существует ни одного решения 
дифференциального уравнения Χ’ —f (x), определенного в окрестно- 
сти точки 0, принимающего значения в E и равного 0 для #=0 
(ср. упражнение 11). 
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_$ 2. Линейные дифференциальные уравнения 


1. Существование интегралов линейного 
дифференциального уравнения 


Пусть Ё — полное нормированное пространство над телом В, 
/— итервал из В, не сводящийся к точке. Говорят, что диффе- 
ренциальное уравнение 
ZH, (1) 
где f определена на J XL, есть линейное уравнение, если для 
любого LTE J отображение x —>Ё (1, x) является непрерывным ли- 
нейным аффинным отображением *) Е в себя; следовательно, 
если положить b(t) =f (Е, 0), то отображение x — ἓ (t, x) — (¢, 0) = 
=f(t, х) —№ (1) будет непрерывным линейным однородным ото- 
бражением Ё в себя; впредь мы будем обозначать это отображе- 
ние через A(t), а через А (1-х (или просто А (1) x) будем обозна- 
чать его значение в точке хЕЁ; тогда линейное дифференциаль- 
ное уравнение (1) запишется в виде 


< —A(t)x+b(2), (2) 


где b— некоторое отображение интервала J в Е; если b=(, то 


в этом случае говорят, что линейное дифференциальное уравне- 
ние (2) однородно. 


Примеры. 1) Если Е — пространство конечной размерности п 
над телом В, то можно осуществить эндоморфизм отображения А (1) 


в его матрицу (а; ; (t)) относительно некоторого (произвольного) базиса 
пространства Е (Алгебра, гл. II, $ 6, n° 5); если отождествить век- 


тор хЕЁЕ co столбцом (xj) матрицы, считая его элементы компонен- 
тами вектора относительно рассматриваемого базиса пространства ЕЁ, 
то запись A(t)x значений линейного однородного отображения А (1) 
в точке х будет полностью соответствовать общим соглашениям 
Алгебры (Алгебра, гл. II, § 6, n° 4). В этом случае уравнение (2) 
эквивалентно системе скалярных дифференциальных уравнений 

n 

AN aylWar+bit)  U<i<n. (3) 
ji 


2) Пусть G—nosnaa нормированная алгебра над телом В, a(t), b(t) 
*) Напомним, что если Е имеет конечную размерность, то всякое 


линейное аффинное отображение E в себя непрерывно (Общая топология, 
Гл УТ Ши). 
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и ce (1 —три отображения интервала J в G; уравнение 


m ()x+xb(t)+c(i) 


является линейным дифференциальным уравнением; роль À ({} здесь 
играет линейное отображение х > 8 (И х-- хЬ (2) алгебры С в себя. 
Для любого TE J отображение A (t) представляет собой элемент 


множества & (Е) непрерывных линейных отображений пространства 
Ё в себя (непрерывные эндоморфизмы пространства Ё); известно 


(Общая топология, гл. Χ, 52, n° 2), что множество Z (Е), наделенное 


нормой ||П |= sup || Ux ||, есть полная нормированная алгебра 
[κ||ς-1 


над телом В и что |UV |< |U||-||V ||. 
На протяжении всего этого параграфа мы будем предпола- 
гать, что выполняются следующие условия: 
а) Отображение 1—>А (1) интервала J в & (Е) линейчато. 
Ὁ) Отображение &—>Ъ (1) интервала J в Е aunetiuamo. 


2 
Если Е есть п-мерное пространство, то £ (Е) изоморфно В” (как 
топологическое векторное пространство) и условиеа) означает, что каж- 
дый из элементова;; (#) матрицы A(t) есть функция, линейчатая Ha J. 


Поскольку || A(t’) x—A (t) x||< || A(t’) —A (4) ||-||x ||, то отобра- 
жение #—> А (р х--Ь (1) линейчато при любом ΧΕ E; кроме того, 
| A (0) x1 — A (0) x2 || =|] A @ (κι--- χε) |< |4 © ||] x | для любых 
Е СУ, x, MX, из Е; иными словами, правая часть уравнения (2) 
удовлетворяет условиям леммы 1 ἃ 1 и является липшицевой 
функцией с линейчатой функцией || A (1) || ma ЛХ Е. Следовательно 
(8 1, следствие 2 из теоремы 2), имеет место 

ТЕОРЕМА 1. Пусть t — A(t) — линейчатое отображение ин- 
тервала J в 1 (Е), t—b(t) — линейчатое отображение интер- 
вала J в Е. Для любой точки (to, хо) из ЛХ Е линейное урав- 
нение (2) имеет, и притом единственное, решение, определен- 
ное на всем интервале J и равное хо в точке to. 


2. Линейность интегралов линейного 
дифференииального уравнения 


Решение линейного дифференциального уравнения (2) есть 
линейная задача (Алгебра, гл. Il, § 4, n° 7); линейное однород- 
ное уравнение 

ах 


= A(t) x (4) 
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называется уравнением, соответствующим неоднородному урав- 
нению (3); в этом случае известно (Алгебра, гл. Il, $4. n° 7, 
предложение 11), что если u, есть некоторый интеграл неодно- 
родного уравнения (2), то всякий интеграл этого уравнения 
имеет вид U--U,, где и есть интеграл соответствующего ему 
однородного уравнения (4), и обратно. Прежде всего мы изучим 
в настоящем пункте интегралы однородного уравнения (4). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Множество JY интегралов линейного одно- 
родного уравнения (4), определенных na J, образует векторное 
подп ространство пространства 6(J, Е) непрерывных отоб pa- 
_ жений интервала J в Е. 


Доказательство очевидно. 


ТЕОРЕМА 2. Шусть для любой точки (to, хо) из J XE функ- 
ция u(t, lo, хо) является интегралом однородного уравнения (4), 
определенным на J и равным хо в точке lo. 

1° Для любой точки t€J отображение ху->и ($, to, хо) есть 
взаимно однозначное и взаимно непрерывное линейное отобра- 
жение С (Е, to) пространства Е на себя. 

2° Отображение t —C (t, to) интервала J в £ (Е) тождест- 
венно интегралу линейного одно родного дифференциального урав- 
нения 


U 
=A, (5) 


принимающему в точке ty значение Г (тождественное отображе- 
ние E на себя). 
3° Для любых точек $, t, и us J имеем 


Cle tn CE rs le, 5)": (6) 


Согласно предложению 1 функция u(t, Ц, X) Ра (1, Lo, Χο) 
(соответственно Au (Ё, ty, хо)) есть интеграл уравнения (4) и при- 
нимает в точке ἴῃ значение х,-|- х. (соответственно AXo), и зна- 
чит, на основании теоремы 1 она тождественна функции 
u(t, to, х, +x.) (соответственно u(t, to, AXo)); таким образом, 
отображение x —>и ($, to, Xo) является линейным отображением 
С (Е, to) пространства E в себя, и можно написать u(t, to, хо) = 
= С (t, Lo) Xo. 
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Так как отображение (X ‚Y)—XY произведения £ (Е) X £ (Е) 
в £ (Е) непрерывно (Общая топология, гл. X, § 2, n°2), то 
отображение T—A(t)U интервала J в £(E) линейчато для 
любого UE £ (Е); кроме того, имеем (Общая топология, гл. X, 
$2, 1 2) 


А X—A4 (4) Y =1]4 (6 (X—Y)1<14 @ IX Y I, 


и следовательно, к линейному однородному уравнению (9) можно 
применить теорему 1; пусть У (1) — интеграл этого уравнения, 
определенный на J и равный J в точке ty. Имеем (гл. I, § 1, 
предложение 3) 


(V(t) x0) = x0 =A (1) (V (6) xo) 


и вточке t = ty имеем У (1) хо = /хо = хо; согласно теореме 1 V (# хо — 
— C (1, Lo) Χο для любого хЕЁ, то есть У (t)=C(t, to); это пока- 
зывает, что С (t, to) принадлежит £ (Е), или, другими словами, 
что отображение xy —>C (Ё, 4) х непрерывно на множестве E 
и что отображение #—>С (Е, to) является интегралом уравне- 
ния (5), равным / в точке Ц. 

Наконец, интеграл $—>С (5, и) хо уравнения (4) в точке # 
равен С (Ё, и) Χρ, и значит, по определению, 


С ($, и) хо =С ($, # (С (Е и) хо) = (С ($, Ὁ C (t, и)) x 


при любом х ЕЁ, откуда вытекает первое из соотношений (6); 
так как С ($, 5) = Г, то С ($, ВС (& s)=I при любыхзи t из J; это 
показывает (Теория множеств, Результаты, $ 2, n° 12), что C (t, to) 
есть взаимно однозначное отображение Ё на себя, для которого 
обратное отображение есть C(t, t). Таким образом, теорема 
полностью доказана. 

Говорят, что С (1, to) есть резольвента уравнения (2). 


Следствие 1. Отображение, ставящее в соответствие каж- 
дой точке х ЕЕ непрерывную функцию t—->C(t, to), определен- 
ную на J, есть изоморфизм нормированного пространства E 
на векторное пространство J интегралов уравнения (4), наде- 
ленное топологией компактной сходимости. 
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В самом деле, это отображение является взаимно однознач- 
ным линейным отображением пространства E на J; функция 
C'{t; to) ограничена на компактном множестве A CJ, и значит, 
|| C (Е, to) ж|<М|х|| для любого {ЕК и любого жЕК, что 
доказывает непрерывность рассматриваемого отображения; так как 
C (to, to) Xo — Xo, то обратное ὑτοθρηεεμμμο тоже непрерывно. 


Следствие 2. Omo6 ражение (s, {) --» C (5, В произведения J x J 
8 & (Е) непрерывно. 
В самом деле, на основании (6) имеем 

С (5, t) =С (5, №) (С (6 4)"; 


но отображение (X, У) —> ХУ множества Z(E) X £ (EL) непре- 
рывно, и то же самое имеет место для отображения Х-—>Х* 
группы (открытой) обратимых элементов из  (Ё) на себя (Общая 
топология, гл. IX, § 3, предложение 14). 
Отметим, что отображение #- С (tp, !)=(C (t, ц))-1 имеет (на 
дополнении т счетного множества) производную, равную 


~(C (t, ут 
(в силу формулы en равную —C (io, t) A(t). 


(C (¢, to))! (гл. I, § 4, предложение 4), то есть 


Следствие 3. Пусть К-— компактный интервал, содержа- 
щийся в J, и пусть k=sup||A(t)||. Для любых точек t τι to 
{ЕК 


из К выполняется неравенство 
| ς (ἐ, to) —L || «ем — 1. (7) 


В самом деле, для любого {ЕК имеем || A (t) xo||< (|| Χο|| 
следовательно, на К постоянная функция, равная хо, является 
приближенным решением с точностью Ё|хо| уравнения (4); 
таким образом, в силу формулы (15) $1 для любых Ги to 
из К и любого x, из Е выполняется соотношение ||С ($, to) х— 
— хо || < | Xo || (e#!4-tol — 1), эквивалентное неравенству (7), согласно 
определению нормы в £ (4). 


ПрЕдложеЕНИЕ 2. Пусть В— непрерывный эндоморфизм npo- 
странства Е, не зависящий от t и перестановочный с A(t) для 
любого tEJ; тогда он TERN с C(t, ty) при любых t 
“loue S 
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В самом деле, согласно (5) 


< (ВС)=ВАС-АВС и (СВ) = АСВ, 


и значит, 


< (BC—CB)=A(BC—CB); πο BC (to, to)— 


—С (to,to) В=0, и следовательно (теорема 1), BC (t, to) —C (t, to) B=0 
для любого t€ J. 

Наиболее важным является TOT частный случай теоремы 2, когда 
пространство Ё наделено структурой нормированного векторного 
пространства относительно тела комплексных чисел C и когда 
для любого t€J отображение A(t) есть эндоморфизм простран- 
ства Ё для этой структуры векторного пространства; это озна- 
чает, что A(t) перестановочно с непрерывным эндоморфизмом 
x— ix пространства E (для структуры векторного пространства 
над телом В); следовательно, C(t, tg) перестановочно C этим 
эндоморфизмом, что означает, что для любых € M ty из J οτο- 
бражение C(t, К) есть непрерывный эндоморфизм структуры 
нормированного вэкторного пространства Ё над телом С. | 


3. Интегрирование линейного неоднородного 
уравнения 


Интегрирование линейного неоднородного уравнения 

dx 
— =A) x +b (1 (2) 
сводится к интегрированию соответствующего однородного урав- 
нения 


X= A(t)x (A) 


и к вычислению примитивной. В самом деле, положим, в 0003- 
начениях теоремы 2, х=С (ἰ, %)#, откуда на основании второй 
формулы (6) получим z=C (to, t) х;если x — интеграл уравнения (2), 


то 2— интеграл уравнения = (C(t, to) z) = A(t) C(E, to) z+ bit); о 


так как билинейное отображение (U, y)—>Uy множества 
£(E)xE » E непрерывно (Общая топология, гл. X, $2, п° 2), 
то Z имеет производную (на всем интервале J, за исключением 
счетного множества точек), и по формуле дифференциро- 
вания билинейной функции (гл. I, $ 1, предложение 3) мы 
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получаем соотношение 
dC 

= C(t, a FEN, Ich) = 

d 

=A (t)C(E, to) Z+C (t, to) 


dC (t, to) 
dt 
лы (5) ) )' Следовательно, Е. для Z, в силу формулы (6), 


заменяя через A(t) C(t, to) на основании форму- 


сводится к уравнению C ({, to) — ne “ = h(t) или к уравнению 
dz 
ΠΕ =C (to, t) b(t). (5) 


Но правая часть уравнения (8) есть линейчатая на / функция, 
полученная путем замены функций U иу в непрерывной били- 
нейной функции Uy линейчатыми функциями (cm. гл. II, ἃ 1, 
следствие 2 из теоремы 3); таким образом, уравнение (8) имеет, 
и притом единственный, интеграл, принимающий в точке ἴῃ зна- 
чение Χρ и выражаемый формулой 


2 ({) -- Χο -|- \ С (to, s) b(s) ds. (9) 


to 


t ! 
Ho так как C (t, to) \ Co 9) b(s) ds= | C(t, to) C (to, s) b(s) ds 
Lo to 
(гл. II, $1, формула (10)), то мы получаем (приняв во внима- 
ние первую из формул (6)) следующий результат: 


ПрЕдложеЕНИЕ 3. В обозначениях теоремы 2 для любой точки 
(fo, хо) из J x E интеграл линейного уравнения (2), определен- 
ный на J и равный ху в точке to, выражается формулой 


t 

u(t) =C (t, to) Xo-+ \ C(t, 9) Ὦ (5) ds. (10) 

to | 

Метод, приводящий к формуле (10) и состоящий в TOM, что о 

функция Z рассматривается как новая неизвестная функция, 
называется часто «методом вариации постоянных». 


4 ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 231 


4. Фундаментальные системы интегралов системы 
скалярных линейных дифференциальных 
уравнений 


В этом и в следующем пунктах мы рассмотрим тот случай, 
когда Ё является векторным пространством конечной размер- 
ности п относительно тела C комплексных чисел (и значит, 
размерности 2n относительно В) и когда для любой точки tEJ 
отображение A(t) является эндоморфизмом пространства F для 
структуры векторного пространства над телом С. Тогда А (1) 
можно отождествить с его матрицей (a;;(t)) относительно неко- 
торого базиса пространства Ё (над телом ©); в этом случае ау 
будут представлять собой п? комплексных функций, определен- 
ных и линейчатых на J; если обозначить через 2; (1<7< п) 
компоненты (комплексные) вектора ΧΕΙ относительно рассматри- 
ваемого базиса, то линейное уравнение 


d Е 
—=A(t)x+b(t) (2) 
будет эквивалентно системе 
dr; 2 . 
= Хана) (A<i<n), (3) 


j=1 

Следовательно, теоремы 1 u 2 и предложение 2 ‘показывают, 

что для любого ху = (Lpo)isk<n ΠΒ Е существует, и притом един- 
ственный, интеграл и = (U,)ı<k<n Уравнения 


& -A(ı)x, (4) 


определенный в Ё и равный Χρ в точке fy; этот интеграл может 
быть записан в виде U(t, Lo, хо) =С (t, to) хо, где C(t, to) — обрати- 
мая квадратная матрица (с;;(1, %)) порядка п, коэффициенты 
которой представляют собой комплексные функции, непрерывные 
на J X J, обладающие тем свойством, что функция tt —>c;;(t, to) 
является примитивной линейчатой функции на J. 

В частном случае п=1 система (3) сводится к единственному 
скалярному уравнению 


2 =a(t)a+b(t) (11) 


(a(t) и b(t)— комплексные линейчатые на J функции); легко 
видеть, что матрица (состоящая. из одного элемента) C(t, to) 
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1 
равна ехр (\ a(s)ds ); следовательно, интеграл уравнения (11), 


to 
равный 7) в точке К, выражается явно в виде формулы 


u(t) =хоехр ( а ($) ds ) ai \ b(s)exp ( a(t) dx) CSS eas 


В пространстве %(J, Е) непрерывных отображений интер- 
вала J в E, наделенном топологией компактной сходимости, 
множество ./ интегралов уравнения (4) составляет векторное 
подпространство (над телом С), изоморфное Е, а значит, и С" 
(следствие 1 из теоремы 2 и предложение 2). Фундаментальной 
системой интегралов уравнения (4) называется базис (U,)ı<j<n 
этого пространства (над телом С). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Для того чтобы п интегралов u; (1<j<n) 
уравнения (4) образовывали фундаментальную систему, необто- 
димо и достаточно, чтобы их значения а; (to) в точке 5 ЕЛ были 
линейно независимыми векторами в Е. 


В самом деле, отображение, которое каждому х ЕЁ ставит 
в соответствие интеграл #—>С ($, %) хо, есть изоморфизм прост- 
ранства Ё на J (следствие 1 из теоремы 2 и предложение 2). 

Если (e,;)ı<j<n есть произвольный базис пространства Ё над 
телом С, то п интегралов и; (1 =С(Ь to)e; (1<]< п) образуют 
фундаментальную систему; если отождествить отображение 
C(t, to) с его матрицей относительно базиса (e;), то интегралы и; 
будут не чем иным, как столбцуцами матрицы C(t, to). Тогда 
интеграл уравнения (4), принимающий в точке Ц значение 


X, = à \;e;, будет равен C(t, Lo) Xo = 21 Aruz (№. 


Если заданы произвольно п интегралов u; (1<j<n) уравне- 
ния (4), то определителем из этих п интегралов в точке {ЕЛ 
относительно некоторого базиса (е;)!<;<„ пространства Ё назы- 
вается определитель 


Ati "a (Di, απο], (13) 


составленный из п векторов ч;(Р относительно базиса (е;) 


(Алгебра, гл. III, § 6, n° 1). Имеем (Алгебра, ra, Ш, § 6, 
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формула (1)) 
А (t) = A (to) det (С (Е, to)). (14) 
Согласно предложению 4, для Toro чтобы функции (U;)1<j<n 
образовывали фундаментальную систему интегралов уравнения (4), 
необходимо и достаточно, чтобы’ определитель A(t), составлен- 
ный из u;, в точке lo € J был отличен от нуля; тогда формула (14) 
показывает, что Δ(ί)5πἑ0 в каждой точке интервала J, или, 
иными словами, что векторы u;(f) (1<)]< п) всегда линейно 
независимы. 


ПрЕдложеЕНИЕ 5. Определитель матрицы C(t, to) выражается 
формулой 


det (С (Е, to)) =ехр ( \ Tr (A (s)) ds). (15) 
to 


В самом деле, если положить ὃ (t)=det(C (ἰ, &)), то на осно- 
вании формулы для производной определителя (гл. I, 8 1, фор- 
мула (3)) 


= Tr (EE C(t to) ) 8 (0) 


то есть, если принять BO внимание дифференциальное уравне- 
ние (5), которому удовлетворяет С ($, fo), 


À = Tr (4 (0)) δ(). 


Так как ὃ (1) — 1, то формула (15) вытекает из выражения (12) 
для интеграла скалярного линейного уравнения. 

Заданием п линейно независимых интегралов уравнения (4) 
определяются все интегралы этого уравнения, в чем мы только 
что убедились. Теперь мы покажем, что для 1<p<n задание 
р линейно независимых интегралов ч;(1<]<р) уравнения 
(4) сводит интегрирование этого уравнения к интегрированию 
линейной однородной системы n—P скалярных уравнений. 
Предположим, что на интервале À C J существует п — р отобра- 
жений и, (1<k<n—p) интервала К в E, являющихся при- 
митивными функций, линейчатых на К и таких, что для любого 
[СК п векторов и; (1) (1<7< п). образуют базис пространства E. 


Для любой точки НЕ. всегда найдется интервал А, являю- 
щийся окрестностью точки & в J, на котором определенные таким 
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образом n—p функций Ups, (1< < п--р) обладают вышеуказан- 
ными свойствами. В самом деле, пусть (е;), <i< „— базис простран- 


ства Ё; согласно теореме о замене существует п—р векторов этого 
базиса, образующих вместе с и; (#/) (1 <j < р) базис пространства L; 
пусть это будут, например, векторы @p44, ..., En; так как опреде- 
литель [и (1), ..., Up(t), ep+4, ..., Cn] (относительно базиса (e;)) 
есть непрерывная функция OT 2, не равная нулю при ἰ--ἰρ, то суще- 
ствует окрестность К точки {4, в которой эта функция отлична OT 
нуля; следовательно, можно взять Upız (Ю=ерь (1 Апр) 
для ЕЕК. 


Существует такая обратимая матрица В (Г) порядка п с эле- 
ментами, являющимися примитивными линейчатых на А функ- 
ций, что B(t)e;=u,;(t) для 1<j<n. Положим х=В (у; у 


удовлетворяет ‘уравнению z y +B (1) ed = A(t) B(t)y, которое 


записывается также в виде 
а # dB 
P= (BW)? (AOBO—-S )y=H@y, 


где A(t)—(h;r(t)) есть матрица с линейчатыми на А коэффи- 
циентами. Согласно определению матрицы В (1) это линейное 
уравнение имеет р постоянных векторов 6ρ (1</ <p) в качестве 
интегралов; отсюда сразу же заключаем, что й (Г =0 для 
1<k<p; следовательно, компоненты у» вектора у (относительно 
базиса (е;)) с индексом k> p +1 удовлетворяют линейной одно- 
родной системе n—p уравнений; но как только определены 


ау; 
решения этой системы, то известны и me для ] < р, являющиеся 


линейными функциями от ух с индексом > р-Е1, и их прими- 
тивные дают нам у; для индекса J < D. 


В частности, если известны п—1 линейно независимых интегра- 
лов уравнения (4), то интегрирование этого уравнения сводится 
к интегрированию единственного скалярного однородного уравне- 
ния и затем к вычислению п примитивных. 

Замечания. 1) Всевышеизложенное применимо также к тому 
случаю, когда Е является п-мерным пространством над телом В 
и A(t) есть эндоморфизм пространства Ё для любого t€ J; доста- 
точно всюду заменить С на В. 

2) Пусть А (1) = (а;; (¢)) —квадратная матрица п-го порядка, эле- 
менты которой суть действительные (соответственно комплексные) 

линейчатые функции от it на J, и пусть C(t, 1) = (с;1 (&, Ёо)) — соот- 
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ветствующая матрица-резольвента линейной системы (3). Пусть F— 
произвольное полное нормированное пространство над телом В (соот- 


ветственно С); рассмотрим систему. линейных дифференциальных 
уравнений 
nr 
ау: 
Fed αὐ (0 ψ), 
j=1 ; 
где неизвестные функции у; принимают свои значения в F. Очевидно, 
что решение (Uj), <j<n ЭТОЙ системы, удовлетворяющее условиям 
νο 


uj (0) =dyj для 1< у<п (α;--ΠΡΟΠΒΒΟΠΡΗΗΘ элементы из F), выра- 
жается посредством формул 


п 


и; (=>) с,, (1, 5) 4) MSZiza). 


J=T 

Рассмотрим, в частности, случай, когда A(t) есть такой эндо- 
морфизм п-мерного векторного пространства Ё над телом ©, что 
существует базис пространства Ё, относительно которого элементы 
матрицы A(t) действительны для любого LE J. Тогда вышеизло- 
женное (на основании теоремы 1) позволяет утверждать, что эле- 
менты матрицы-резольвенты C(t, fo) относительно того же базиса 
тоже действительны; в самом деле, достаточно рассмотреть вектор- 
ное пространство Ед над телом В, порожденное рассматриваемым 
базисом пространства Æ, и замстить, что сужение функции A(t) 
на Во есть эндоморфизм этого векторного пространства. 


5. Сопряжеинное уравнение 


В этом п° мы будем предполагать, что Ё всегда есть прост- 
ранство конечной размерности п над телом С, и через E* будем 
обозначать сопряженное к нему (Алгебра, гл. II, § 4, n°1) про- 
странство, которое является п-мерным пространством над телом С; 
каноническая билинейная форма (x, x*), определенная на Ex E* 
(Алгебра, гл. 1, ἃ 4, n°1), непрерывна на этом произведении 
(будучи многочленом относительно компонент вектора хЕЁ 
и вектора х*ЕЕ*). 

Пусть задано линейное однородное уравнение (4), где { — А (В 
есть линейчатое отображение интервала J в 5 (EL). Исследуем 
вопрос о том, существует ли отображение ¢ —>у(!) интервала J 
в E*, являющееся примитивной некоторой линейчатой на J 
функции и такое, что числовая функция L— (u(t), v(t)) no- 
стоянна на J, когда и является произвольным решением урав- 
нения (4); эта задача сводится к тому, что производная этой 
16 н. Бурбаки | 
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функции должна быть равна нулю во всех точках, в которых 
u и у дифференцируемы, то есть в этих точках должно выпол- 
няться соотношение 


а а 
en SR (t) > on (t), > = (), 


d 
Но согласно (4) имеем Cc Ate (t) >=(A(2) u(t). -vi)y= 
= —(u(t), B(t) v(¢)), где В (1) — отображение, сопряженное к OTO- 
бражению A(t) (Алгебра, гл. II, § 4, n°9). Следовательно, соот- 


ношение, которому должна удовлетворять функция У, записы- 
вается в виде 


ul), — Bt) v(t) =0 


для всех точек, в которых A(t) непрерывна, a V(t) дифференци- 
руема. Но для такой точки ! и произвольной точки хЕЁЕ на 
основании теоремы 1 существует решение u уравнения (4), 
удовлетворяющее условию а (1) = Χρ; стало быть, для любой точки 


х СЁ должно выполняться соотношение en mae — B(t)v (1) > —(, 


означающее, что Lie — B(t)v(t)=0. Следовательно: 


ПредложЕНИЕ 6. Для того чтобы отображение t — v(t) 
интервала J в E*, являющееся примитивной линейчатой на J 
функции, удовлетворяло тому условию, что функция (u(t), v(t)) 
постоянна на J для всякого решения u уравнения (4), необхо- 
димо и достаточно, чтобы функция у была решением линейного 
однородного уравнения 


ах 
πε. ТЕ Bit) x, (16) 
где B(t)—omo6paxcenue, сопряженное к A(t). 


Уравнение (16) называется сопряженным к уравнению (4); 
ясно, что и, обратно, уравнение (4) будет сопряженным к (16). 
Поскольку элементы матрицы В (1) являются линейчатыми на J 
функциями от $, то результаты, полученные выше для линейных 
уравнений, применимы и к уравнению (16). В частности, инте- 
грал уравнения (16), принимающий в точке $ значение ху, может 
быть записан в виде Н (1, to) ху, где H(t, to) — взаимно однознач- 
ное линейное отображение пространства Ё* на себя, совпадающее 
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с интегралом уравнения 


dV | 


принимающим в точке & значение J, Отсюда следует, что (в 060- 
значениях n°2) при любых CE и x, ЕЁ* справедливо равенство 


(С (Е, to) Хо, Н (i, to) Жо y= (Ko; X55 
показывающее, что 


Н (t, to.) = E(t, to) (18) 


(контраградиент к C(t, to)). В частности, если известна фун- 
даментальная система интегралов сопряженного уравнения (16), 
то матрица À (t, lo) определена, а значит, определена и матрица 
C(t, to), и стало быть, определены все интегралы уравнения (4). 


Замечание. Пусть Е и F— два полных нормированных про- 
странства над телом В (или над телом С), (x, у) — (x, у) — непре- 
рывная билинейная форма на ЕХР, обладающая тем свойством, что 
отношение «(х, у) =0 для любого уЕР» (соответственно «(X, у) =0 
для любого x € E») влечет x =0 (соответственно у= 0). Предположим, 
кроме того, что для любого i€J существует такое непрерывное 
линейное отображение В (1) пространства F на себя, что (A(t)x,y)+ 
+(x, B(t)y)=0 для любого (x, у) ЕЕХР. При этих условиях так 
же, как и выше, ясно, что для того, чтобы отображение ¢ —> V (ft) 
интервала J BF, являющееся примитивной линейчатой функции, 
удовлетворяло тому условию, что (а (if), V(t)) постоянна для любого 
интеграла и уравнения (4), необходимо и достаточно, чтобы функ- 
ция у была интегралом уравнения (16), снова называемым conpa- 
женным к уравнению (4). 


6. Линеиные дифференциальные уравнения 
с NOCMOAHHVMU воэффиииентами 


Предположим вновь, что Ё — произвольное полное нормиро- 
ванное пространство над телом В, и пусть А— непрерывный 
эндоморфизм пространства Ё, не зависящий от 1. Рассмотрим 
линейное однородное уравнение 


ах 


—; = Ах. (19) 


Если Е —конечномерное пространство, то уравнение (19) экви- 
валентно однородной системе (3) скалярных дифференциальных 
уравнений, где коэффициенты а;; суть постоянные. 


16* 
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Согласно теореме 1 всякий интеграл уравнения (19) опреде- 
лен на всей прямой В; на основании теоремы 2 интеграл 
уравнения (19), принимающий в точке {CR значение Χρ, может 
быть записан в виде C(t, to) Χο, где C(t, to) есть взаимно одно- 
значное и взаимно непрерывное линейное отображение простран- 
ства Ё на себя, удовлетворяющее уравнению 


dU 
= AU (20) 


и такое, что C (to, to) = 7. Кроме того, в этом случае для любого 
TER справедливо тождество 

C(t+t, u +T)=Cl(t, to); (21) 
в самом деле, согласно формуле (20) имеем 


ας test 
BE HED. 40(s, to) 


а так как А — постоянная, то отсюда следует, что справедливо 


‘также и соотношение — АС (ἰ--τ, 5-1); с другой 


стороны, 


С (to +t, to+t)=L=C (to, to), 


откуда следует тождество (21), ибо интеграл уравнения (20), 
равный / в точке fo, единствен. 

Если положить Су (Ё =С (1, 0), το C(t, to) =Co(t—to); ο дру- 
гой стороны, для любого ЛЕВ функция (ρ(λ) тождественна 
интегралу уравнения 


dU 
= MU, (22) 


принимающему в точке 0 значение /. Введем следующее опре- 
деление: 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 1. Ecau задан непрерывный эндоморфизм А 
пространства Е, то через eA или exp À обозначается автомор- 
физм пространства Е, равный значению в точке t =1 интеграла 
уравнения (20), принимающего значение Г в точке &=0. 


В этих обозначениях замечания, предшествовавшие опреде- 
лению 1, показывают, что 


C(t, to) =ехр (44 (1—4 )). (23) 


6 ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 245 


Экспоненциальное обозначение, введенное таким образом, 
основывается на следующих свойствах, полностью аналогичных 
свойствам функции ехр 2 для действительного или комплексного 3 
(ср. гл. 110: 


ПрЕдложЕНИЕ 7. 1° Отображение X —> eX есть непрерывное 
отображение пространства £ (Е) в группу автоморфизмов про- 
странства Е (обратимых элементов из £ (E)). 

2° Отображение t —> eXt пространства В в & (Е) дифференци- 
руемо и 


(ext) = Хех! = eXtX. (24) 
3° Для любого ХЕХ (Е) имеем 
ex === > FL. ° (25) 
n=0 


где ряд, стоящий в правой части, абсолютно и равномерно сто- 
дится на любом ограниченном подмножестве множества Ὁ (Е); 
в частности, ей =е ] для любого TER. 
45 Если X и У перестановочны, то и У u eŸ nepecmano- 
вочны с eX u 
eat Fe eter. (26) 


Соотношение (24) является следствием выражения (23) для 
С (+, 0) и того факта, что эта функция есть интеграл уравне- 
ния (20); из (24) индукцией по п получаем, что отображение 
{ —> εἴ! бесконечно дифференцируемо на В и что 
D" (ext) — Хпехе. 


Следовательно, на основании формулы Тейлора можно написать 


1 
in bh Oe +s 4x" \ CT ext dt. (27) 


0 


С другой стороны, следствие 3 из теоремы 2 показывает, что 
|| eX? || <exp(||X ||-|¢|). Значит, остаточный член 


Tn (X) — X а в ae ext dt 
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в формуле (27) удовлетворяет неравенству 
n 
Im OS ella, 
откуда выводится формула (25), причем ряд в правой части 
‘абсолютно и равномерно сходится на любом ограниченном под- 
множестве множества 5 (Е). Стало быть, для любой пары эле- 
ментов X, T из 4 (Е) имеем 


ΕΧΕΙ. eX = У ((X ET) Х"). 
n=1 
Ho мы можем написать, что (X + 7)" — Х" = N ViVo ss Vas THe 
(v,) 
суммирование распространяется на 2" — 1 последовательностей (V;) 
таких элементов из ὦ (Е), что V,=X или Г; =Т для 1<i<n 
и по крайней мере один из V; равен 7; из этого сразу же 
выводим неравенство 
| (X+ TX] «(НР "Ах, 
откуда 
|| exp (Х - 7) —expX||<exp(]X +] 7 ||) —ехр|Х |, (28) 
что доказывает непрерывность отображения Х —> exp À. 
Наконец, если Х и У перестановочны, то У перестановочно 
с eXt (предложение 2), и следовательно, 


= (eXte¥t) — XeXteYt + eXt (Ye¥t) = (X + У) ее. 


Так Kak, с другой стороны, eXteŸt равно J в точке #=0, то 
eXteYt — е(Х+У) откуда получаем формулу (26). Из нее, в част- 
ности, следует, что если $ и [ — произвольные действительные 
числа, то 

eX(s+t) — exseXt (29 


а также что 
е-Х = (eX), | (30) 


Отметим, что, напротив, формула (26) будет, вообще говоря, 
неверна, если не предположить, что Х и У перестановочны: в самом 
деле, она влечет за собой то, что exp À и ехр У перестановочны, 
что, как показывают простые примеры, не всегда верно (упраж- 
нение 3). 


Предположим теперь, что Ё — конечномерное векторное про- 
странство над телом С и А—эндоморфизм пространства E (для 
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структуры векторного пространства над телом C), который можно 
отождествить с его матрицей относительно базиса пространства Ё; 
тогда для любого TER отображение eA! является автоморфизмом 
пространства Ё для этой же структуры (предложение 2). Пусть 
Tr (1<k < 9) — различные корни (в ©) характеристического 
многочлена ф (г) = 4её (А—т/) эндоморфизма А («характеристи- 
ческие корни» эндоморфизма A); если п» — порядок кратности 


а 
корня г», το У n„—n. Известно (Алгебра, гл. УП), что каждому 
в=1 


корню т» соответствует такое подпространство Ё» пространства £, 
имеющее размерность п», что HL, устойчиво относительно A и что Ё 
есть прямая сумма подпространетв Я»; Er может быть определено 
как подпространство векторов х, для которых 


(А sam Τμ) ἃ x= 0. 


Пусть ар-— произвольный вектор из EL; можно написать 


а 

a= > а», где ax C Er; следовательно, интеграл уравнения (19), 
k=1 

принимающий в точке {o значение a, выражается формулой 


а q 
Mira 2 eAta, = 2 ος Than. 


Но так как a, ЕЁ», το 
se t 2 
е(А в ал = an + Gy (А— ral) ак + (Anl)? a, + 


Rn! ny 
(nz —D! (A ae ral) А AR: (31) 


(nr — 


ng 


Таким образом, всякий интеграл уравнения (19) можно 
записать в виде 


а 
(0 = Хер» (2); (32) 

k=1 
где р»(Г) есть многочлен относительно ¢ степени, меньшей или 
равной n,z—1, с коэффициентами из векторного пространства Er. 
В частности, если все корни характеристического уравнения 
эндоморфизма А простые, то пространства Е, (1 << п) суть 
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одномерные пространства над телом С, и значит, найдется п 


азы Woden 


векторов с», для которых и функций е’№'е, (1<k<n) образуют 
фундаментальную систему интегралов уравнения (19). 


Характеристические корни эндоморфизма А называются также 
характеристическими корнями линейного уравнения (19). Заметим, 
что характеристическое уравнение эндоморфизма А можно получить, 
выразив, что функция ce’! является интегралом уравнения (19) для 
вектора c = 0. 

Если корни г» (1<k<q) определены в явном виде так, что 
порядок кратности корня г» равен пр, то практически интегралы 
уравнения (19) можно получить, записав, что это уравнение удов- 
летворяется выражением (32), где р» — произвольный многочлен сте- 
пени, не превосходящей п, —1, с коэффициентами из ЕЁ; приравнивая 


в обеих частях полученного уравнения коэффициенты при ΠΩ (для 
1<k<q), получим уравнения, линейные относительно коэффи- 
циентов многочленов ра; легко видеть, что эти уравнения опре- 
деляют коэффициенты при членах строго положительной степени 
многочлена р» как функции свободного члена и что последний 


является решением уравнения (Α--γµΠ в х=0, которое определяет 
подпространство Е» («метод неопределенных коэффициентов»). 
Замечание. Если существует такой базис пространства Ё, 
что элементы матрицы эндоморфизма А относительно этого базиса 
действительны (см. n° 4, замечание 2), то коэффициенты харак- 
теристического уравнения эндоморфизма А действительны для любого 
вектора х—= (En) <&<п из Е, отнесенного к рассматриваемому базису; 


пусть x (Es): ch<n отображение х->х является антилинейной 
инволюцией пространства E. Известно (Алгебра, гл. VII), что если 
`„— не действительный корень характеристического уравнения эндо- 
морфизма A, Е, — соответствующее ему устойчивое подпространство, 


TO rp тоже есть характеристический корень той же кратности пд, 
᾿ Le 
что И rz, M образ Er множества Ex при отображении X—-X есть 


устойчивое подпространство, соответствующее г». Отсюда выводим, 
что если u; (1< 7 < ny) суть пь линейно независимых интегралов 


со значениями в Е», TO 2n, интегралов и; и; i(u;—u;) линейно 
независимы и имеют относительно выбранного базиса пространства # 
компоненты, которые являются действительными функциями из E- 
Если же rp — действительный характеристический корень, то замеча- 
ние 2 из n° 4 показывает (в тех же обозначениях), что существует Np 
линейно независимых интегралов У; (1 <. | < NZ) со значениями в Ey 
с действительными компонентами. Таким образом, получаем фунда- 
ментальную систему интегралов уравнения (19), все компоненты 
которых действительны. 
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7. Линейные уравнения п-го порядка 


Линейным дифференциальным уравнением п-го порядка 
называется всякое уравнение вида 


D’x— а (t) D""z— ...—a-(t) Dx —a, (t)x=D(t), (33) 


где a, (1<k<n) u b— числовые (комплексные) функции действи- 
тельного переменного 2, определенные на интервале J из В. 
Общее рассуждение из $ 1, n° 1, показывает, что это уравнение 
эквивалентно линейной системе п уравнений первого порядка 


dx, 
Tat (1<k<n—1), 
Zr (34) 
= U4 (1) η + ae (t)-+...+a,(t) z,+ ὁ (2), 
то есть линейному уравнению 
а 
=A (t)x+b (2), (35) 
rie X= (2, Lo, 4 En) CC’; Di) =(0;0,.... 0:60) и rre-mar- 
puna A(t) имеет вид 
0 1 0 О 
0 0 Roa eee à 
0 0 Sere | 
Ant) An-ı(t) An-2(t) ... a (2) 


Следовательно, исследование линейного уравнения n-TO 
порядка состоит в применении к линейному уравнению (35) спе- 
циального вида вышеизложенных общих результатов. Для любого 
интервала J, на котором функции а; (1<j<n) и 6 линейчаты, 
существует, и притом единственная, функция и, определенная 
Ha J, имеющая на этом интервале (п— 1)-ю непрерывную произ- 
водную и линейчатую п-ю производную (всюду, за исключением 
счетного множества точек), удовлетворяющая уравнению (33) 
на дополнении счетной части интервала J и такая, что 


и (в) =, Dult)=x, ..., би (= О, (36) 


где — любая точка из J, а Lo, ἄς, ..., в п произвольных 


комплексных чисел. 
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Для Toro чтобы р интегралов и; (1 <j<p) однородного урав- 
нения | 
D"’z—a,(t) D"""2—...— m-ı(l) Dx—a, (t) α--0, (37) 


соответствующего уравнению (33), были линейно независимы 
(в пространстве © (Л, С) непрерывных отображений J в С, рас- 
сматриваемом как векторное пространство над телом С), необ- 
ходимо и достаточно, чтобы р соответствующих интегралов 


и,=(и, Пи, ..., D"7!u,) однородного уравнения = A (OX 


были линейно независимы (в пространстве 6 (Л, С”) непрерывных 
отображений интервала / в С”). В самом деле, необходимость 
очевидна. Обратно, если существует п комплексных постоянных À, 
не равных одновременно нулю, удовлетворяющих на J тождеству 


τι n 
> Ли: (t)=0, то отсюда выводим, что >) À;D'u;(t)—0 πα J для 
3-1 j=1 
любого целого А, 1<k<n—i1, что означает выполнение на J 


nr “ 
% 
тождества >) Ayu; (В = 0. 
j=1 
Таким образом, имеем (следствие 1 из теоремы 2) 


ПрРЕдложЕНИЕ 8. Множество интегралов линейного однород- 
ного уравнения (37), определенных на J, образует п-мерное sek- 
торное пространство над телом C. 


Если заданы п произвольных интегралов и; (1<]<п) урав- 
нения (37), то вронскианом этой системы интегралов ‘называется 
определитель (относительно канонического базиса пространства С”) 


ах 
системы п соответствующих интегралов и; уравнения —- = А (t)x, 


то есть функция 


u, (1) LEE) ae aes В 
W(t) =| τ (2) et) es At) 


DT, Dr uch). DE (D) 


Для того чтобы п интегралов и; были линейно независимы, 
необходимо и достаточно, чтобы W(t) 40 на J, причем для этого 
достаточно, чтобы W (fo) 5: 0 в одной точке ty из J (предложение 4); 
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кроме того, имеем (предложение 5) 
t 


W (t) =W (to) exp ( \ a, (5) ds ) : (38) 
to 
Отождествим резольвенту С (ἰ, to) уравнения (35) с ее матрицей 
относительно канонического базиса пространства С”; тогда столб- 
цами У; ($, to) (1<]<п) этой матрицы будут п линейно незави- 
симых интегралов 
У; (1, Lo) = (©; ($, to), Dov; KL, to), aves ;ϐ 0} (6, to)) 
однородного уравнения = А (1) х, соответствующих линейно 
независимым интегралам 0; (ft, to) уравнения (37), удовлетворяю- 
щим условию D'1y, (ty, to) = δὴν (индекс Кронекера) для 1 <] < п, 
1<k<n (условимся считать 0%, =0,). Отсюда, в частности, 
вытекает, что метод вариации постоянных (n° 3), примененный 
к уравнению (35), в качестве интеграла уравнения (33), равного 0 
в точке & вместе со своими n—1 первыми производными, дает 
в данном случае функцию 


w(t) = \ Un (t, s) b(s)ds. | (39) 


to 
В частном случае уравнения D” (5) =6 (1) формула (39) дает нам 
снова формулу, выражающую п-ю примитивную линейчатой функ- 
ции, обращающуюся в 0 в точке fo вместе со своими первыми произ- 
водными 
t 
(¢—s)"—1 
ши (t)= \ b(s) = ds 
=| t=, 
to 
(гл. II, 8 1, формула (20)): в самом деле, интеграл уравнения D'x=0, 
равный нулю в точке 2 вместе со своими n—2 первыми произ- 
водными и имеющий в этой точке (п —1)-ю производную, равную 1, 
(¢—io)"—1 
является многочленом ————_~— . 


(n—1)! 


8. Линейные уравнения п-го порядка с постоянными 
воэффиииентами 


Если в уравнении (33) коэффициенты 4; постоянны, TO соот- 
ветствующая матрица А постоянна; записывая, что et являет- 
ся решением, получим соответствующее характеристическое 
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уравнение 


Пусть г; (l<j<g)— различные корни этого уравнения и 


j= 
результатов n°6 и 7 каждому корню г; для однородного урав- 
нения 


а 
п; (1<}<9) — порядок кратности корня г; ( Уп, =п). В силу 
1 


D'x— aD" —... ах a,2=0 (41) 
соответствует система п; линейно независимых интегралов 


ил (1) -- 6" pyn (0, 

где р» — многочлен (с комплексными коэффициентами) степени, 
не превосходящей ny—1 (1<k<n;); при этом п полученных 
таким способом интегралов иж (L<j<q, 1<Ё< п) линейно 
независимы. Отсюда следует, что п; многочленов py, (I<k<n,) 
линейно независимы в пространстве многочленов от $ степени, 
не превосходящей п; —1, и, значит, образуют базис (над телом С) 
этого пространства, поскольку последнее имеет размерность n,. 
Иными словами, имеем 


ПрЕдложеЕНИЕ 9. Пусть г; (1 <} < 9) — различные корни харак- 
теристического уравнения (40), и пусть п; — порядок кратности 
корня г; (L<j<q). Гогда п функций re’ A<k<n;i<j<g) 
являются линейно независимыми интегралами однородного 
уравнения (41). 


Этот результат можно доказать и непосредственно следую- 
щим образом. Из уравнения (41) следует, что n-A производная 
всякого интеграла этого уравнения дифференцируема на КВ, 
откуда сразу же индукцией по целым m>n получаем, что 
любой интеграл уравнения (44) имеет производную порядка т, 
или, другими словами, бесконечно дифференцируем на В. Пусть 
«) — векторное (не топологическое) пространство над телом C 
бесконечно дифференцируемых на R комплексных функций; 
отображение x—>Dx есть эндоморфизм этого пространства, 
и уравнение (41) может быть записано в виде 


f(D)z=0, (42) 
где f(D)=D"—a,D"!—... —a,-,D— a, (Алгебра, гл. IV, $2, n° 1). 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Пусть ви й— два взаимно простых мно- 
гочлена, удовлетворяющие условию f—gh. Подпространство 
решений уравнения (42) представляет собой прямую сумму под- 
пространств решений двух уравнений 

2—0 ва: 

В самом деле, на основании тождества Безу (Алгебра, 
гл. УП) существуют такие два многочлена p(D) и а (О), что 
p(D)g(D)+g(D)h(D)=1. Следовательно, для любого решения 2 
уравнения (42) можно записать х=у-2, где y=p(D)g(D)x, 
a z=q(D)h(D) x, и мы имеем À (D) y= p (D) (f (D) z)=0u g(D)z= 
=qg(D)(f(D)x)=0. С другой стороны, если одновременно 
g(D)x=0 u h(D)x=0, то отсюда следует, что x= p(D) (g(D)x)+ 
+ q (D) (A (D) α) —0, что и завершает доказательство. 

Таким образом, в принятых выше обозначениях можно запи- 
сать, что 


f(D)= Ц Dry", 


и, применяя индукцией по 4 предложение 10, получаем, что 
подпространство решений уравнений (42) есть прямая сумма 
подпространств решений g уравнений 


(D—r)"iz=0 (1<]<4). (45) 
Но для любого комплексного числа г имеем 
D (εχ) =e" (р - г) x; (44) 


значит, уравнение (43) эквивалентно уравнению 

D"i(e" 2) =0 
и, стало быть, имеет в качестве решений функции ei р; (1), где 
р; пробегает множество многочленов степени, не превосходящей 
nj;-4; итак, снова получаем предложение 9. 

Если предположить, что однородное уравнение (41) решено 
(то есть характеристические корни предполагаются определен- 
ными), то мы знаем, что метод вариации постоянных позволяет 
найти решения неоднородного уравнения | 


D"x—a,D"1x—...—a,-,Dx—anx = b (1), (45) 
где 6(1) — произвольная линейчатая функция (n° ὃ); отметим, 
что если b(t) бесконечно дифференцируема на интервале J, TO 
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все интегралы уравнения (45) бесконечно дифференцируемы Ha J. 
В частном случае b(t)=e“p(t), где р— многочлен (© комплекс- 
ными коэффициентами) и о— произвольное комплексное число, 
интеграл уравнения (45) может быть получен следующим более 
простым путем. Положим х=е\у; уравнение f(D)x—ettp(t), 
B силу (44), записывается в виде f(a+D)y= p(t) или еще, Ha 
основании формулы Тейлора, примененной к многочлену f(D), 
в виде 


LEO pry + FO ety +... + 4) Dy + Кау=р (0. (46) 


m 
Пусть m— степень многочлена p(t)= >) A,t”"; если f (а) == 0 
k=0 | 
(то есть если а не является характеристическим Open); 


найдется, и притом единственный, многочлен "и (1) = у сей 
k=0 
степени m, являющийся решением уравнения (46), поскольку 


коэффициенты с» определяются из системы линейных уравнений 
—k+1 ‚ —k+2)\ р 
OLE 2 Ger FG) cu + PTS TE) ro) nat 
+) AE (0) om  (O<k<m), 


которая, очевидно, имеет решение, и притом единственное. Если 
же, напротив, U — характеристический корень и если À — его поря- 
док кратности, то предыдущая выкладка показывает, что суще- 
ствует, и притом единственный, многочлен и (1) степени т, обла- 
дающий тем свойством, что всякое решение уравнения D'y = v(t) 
является интегралом; иными словами, всякий многочлен, удовле- 
творяющий уравнению (46), будет в этом случае иметь степень 
т-- h («резонанс»). 


9. Системы линейных уравнений с постоянными 
коэффиииентами 


Приняв обозначения предыдущего n°, рассмотрим с более 
общей точки зрения систему т дифференциальных уравнений 
вида 


τι 


2 р» (D) tp=b;(t) (<j<m), (47) 
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где неизвестные обозначены через т» (1<А< п), а правые части 
Ь; (1<у< т) являются комплексными функциями действитель- 
`®ного переменного ἰ, и где р» (D) — многочлены (произвольной 
степени) с постоянными (комплексными) коэффициентами 
относительно оператора дифференцирования D (1<j<m, 
1<k<n). 
Эти системы относятся к иному типу, чем системы, рассмотрен- 
ные в $ 1, n° 1 (формула (5)), что можно увидеть на следующем 


примере: 
Ρα] =а (1), \ 
D2x, + Dro+ хо = b (2). (48) 

Мы ограничимся случаем, когда b; (t) — бесконечно дифферен- 
цируемые функции на интервале Л, и будем искать лишь реше- 
ния (2x) (1<k<n), бесконечно дифференцируемые на J. Положив 


b (t) = (5, (t), ..., bm (0) (отображение J в С”) их= (x, 2, ..., Zn), 
мы можем записать систему (47) в виде 
P(D)x=b({t), (49) 


где P(D) есть матрица (p;,(D)), состоящая из т строк и п столб- 
цов с коэффициентами, принадлежащими кольцу C[D] много- 
членов от D, коэффициенты которых в свою очередь принадле- 
жат С. Пусть f;(D) (1<1<т< Min (т, п)) — отличные от нуля 
инвариантные множители матрицы P(D); известно (Алгебра, 
гл. УП), что это вполне определенные унитарные многочлены, 
обладающие тем свойством, что f; является делителем [μι при 
1<j<r—1 (r—panr матрицы P(D)); кроме того, существуют 
две квадратные матрицы U (D) и V (D), соответственно порядка т 
и п, обратимые (в кольцах квадратных матриц порядка соот- 
ΒΘΤΟΤΒΘΗΠΟ, m и п с коэффициентами в кольце C[D] многочленов 
от D с комплексными коэффициентами) и такие, что все члены 
матрицы Q(D)=(g;,(D))=U(D)P(D)V(D), за исключением ee 
диагональных членов qQy(D)=Jf;(D) для 1<j<r, равны 
нулю. 

Положим y=V’!(D)x; уравнение (49) эквивалентно ypaB- 
нению 


U (D) (Р (В) (V (Ὁ) y)) = 0 (P) δ, 


то есть уравнению 


Q(D)y=U(D)b, (50) 
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поскольку матрица U (D) обратима. Но если y= (yi, Yo, ..., Yn) 


и если U (В)Ь ({) = (οι ($, ..., св (0), то уравнение (50) запишется 
в виде | 


fy(D)yj=ej(t) для 1<]<г, = (51) 
O=c;(t) для r+i<j<m. (52) 


Следовательно, система имеет бесконечно дифференцируемые 
решения лишь в Том случае, если выполняются условия (52); 
тогда нахождение у; с индексом j <7 сводится к интегрированию 
линейных дифференциальных уравнений (51) с постоянными 
коэффициентами; функции у; для индексов, больших г, являются 
произвольными бесконечно диффэренцируемыми функциями. 
Но как только найдены решения у уравнения (50), решения 
уравнения (47) выражаются через них формулой x=V(D)y. 


Замечания. 1) Некоторые из многочленов f;(D) могут сво- 
диться к отличным от нуля постоянным; тогда соответствующие у, 
полностью определены. 

2) Если все 6; равны нулю, то есть если система (47) однородна, 
то условия (52) всегда выполняются; если, кроме того, r=n, TO 
очевидно, что множество решений системы (47) образует векторное 
пространство над телом С размерности, равной сумме степеней мно- 
гочленов }; (0), то есть степени многочлена det (P (D)). 

3) Если заданы многочлены р; (D), то система (47), имеющая 
решения, когда правые части бесконечно дифференцируемы (или 
дифференцируемы до некоторого порядка), может не иметь решений, 
когда в правой части стоят произвольные линейчатые функции; 
примером тому служит система (43), которая не имеет решений, 
если a(t) не является примитивной. Мы He задаемся целью ‘отыски- 
вать здесь дополнительные условия, подобные вышеуказанному, 
которые нужно ввести, когда в правой части стоят произвольные. 
линейчатые функции. | 

Упражнения. 1) Пусть Е — полное нормированное простран- 
ство над телом В, Р— топологическое пространство, J —интервал 
из В; пусть (t, &) > A(t, Е) —такое ‘отображение множества ΧΡ 
в (Е), что, когда & стремится к &, Alt, &) равномерно стремится 
к A(t, Eo) на J. Показать, что если C(t, to, &) —резольвента линей- 
ного уравнения = = A(t, E)x, то Ha любом компактном интервале К, 
содержащемся в J, C(t, to, &) равномерно стремится к C(t, to, Eo) 
при &, стремящемся к € для любых Ё и Ц из К. 

2) Пусть f>.A(t)— такое линейчатое отображение интервала J 
в £(F), что для любых двух точек $, ¢ из J отображения А (5) и А (1) 
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€ 


t 
перестановочны. Положим В (t) = \ Α (5) ds. Показать, что резольвента 
io: 


dx 
С (Е, to) уравнения a A(t)x равна exp (В (t)). 
Если t> A,(t), t > 45(1) —такие два линейчатых отображения. 


интервала J в (Е), что для любых двух точек $ и ἱ из J отобра- 


жения Αι (5), ΑΙ (1), Αρ ($), Ao(t) попарно перестановочны, TO пока- 
зать, что 


ехр Γ | (A, (s) + А. (s)) ds ) = exp ( A, (5) ds ) exp ( | Ab (5) ds ) : 


to 
3) Пусть заданы две матрицы 


01 00 
ZA) ae 0 
Показать, что eAtB ΞΕ ene” 


4) Показать, что если Р— произвольный автоморфизм множе- 

ства £(E), тоехр (PAP—1)=P (exp A) Р-1.. 
dx 

5) Показать Ha примере, что уравнение Zr = Ax+e™p (1), где 
р— многочлен (с коэффициентами из Е), может иметь интеграл, 
равный многочлену той ome степени, что и P(t), даже когда а 
является характеристическим корнем для А. 

6) Пусть /(Х) —многочлен п-й степени с комплексными коэффи- 
циентами, и пусть 


0 
4 = У Л jh 
χ]--- ΡΒ SE 
(X) re (X —rj) 


1 
есть разложение рациональной дроби 7(X) на простейшие (Алгебра, 


гл. УП). Показать, что для любой линейчатой функции b (t) функция 

Ч t γι-1 rte) 

У \ ee en 

> > un | т е Ь (5) ds 

g=th=t to 
является интегралом уравнения } (2) x= δ (ι). 

57) a) Пусть #- А(Й— такое отображение интервала JCR 

в (Е), что для любого хЕЁ отображение # > А (1) х интервала J 
в Е непрерывно. Показать, что || A(é)) || ограничена на любом ком- 
пактном интервале КС. (применить упражнение 20 из «Общей 
топологии», гл. IX, $5). Показать, что при этих условиях для 
любой точки (fj, хо) из J Χ Ε уравнение и A(t) x+b(t) имеет, 
и притом единственное, решение, определенное на J. и равное хо 
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в точке fo. Кроме Toro (если обозначить это решение через 
м (2, 20, Xo)), отображение ху > u(t, to, хо) является взаимно одно- 
значным и взаимно непрерывным линейным отображением С (&, ty) 
пространства Ё на себя, удовлетворяющим соотношениям (6) и (7); 
далее, отображение (5, é) >С (5, Й множества JXJ в (Е) непре- 
рывно. 

6) Возьмем в качестве Е пространство последовательностей 
X = (тп) ем действительных чисел, удовлетворяющих условию 


lim x,—0, с нормой || x (sup |2ῃ |, при которой E является полным 
TO 
пространством. Пусть для ler [Е Л=[0, 1] линейное о ate ae 


A(t) пространства Е в себя таково, что 


fot 
A(t)x= \ Ton tin ce : 


Показать, что А (1) удовлетворяет условиям, сформулированным в a), 
но отображение ¢ > А(1) интервала J в (Е) не является непре- 


dx 
рывным в точке Z=( и резольвента С (ἰ, to) уравнения УХ 


обладает тем свойством, что отображение ¢t > C(t, to) интервала J 


в £ (Е) не дифференцируемо в точке #=0. 
58) Пусть @— полная нормированная алгебра над телом В, 


обладающая единичным элементом е. 
а) Пусть ¢ > alt) —линейчатая функция на интервале J CR со 
значениями в С. Показать, что интеграл U линейного уравнения 


ах 4 
aoe (1) x, принимающий в точке {0 € J значение 6, обратим Ha Ju 


x 
что его обратная величина является решением уравнения 7, - χὰ (1) 


(обозначив через у интеграл последнего уравнения, принимающий 
в точке fg значение €, рассмотреть линейные уравнения, которым 
удовлетворяют UV и vu). Вывести отсюда, что для любого Ц ЕС 


ах - 
интеграл уравнения at a) X, принимающий в точке fo 3Haye- 


ние хо, равен ип ({) x. 
6) Пусть a(t) и Ъ (Г —две линейчатые на J функции, a ци у— 


ах ах 
интегралы уравнений а (fx, Frog; xb (1), принимающие в точке 


ах 
lo значение е. Показать, что интеграл уравнения Gp alt) xr 


—- хЬ (1), принимающий в точке & значение Χρ, равен и (1) Χρν (1). 
в) Пусть a(t), Ь (1), e(é), 9(1) четыре линейчатые на J функ- 
ции и (u, у) — решение системы двух линейных уравнений 


το’ 
A=ali)x+b@y, Gr=et)xtd(y. 
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Показать, что если функция у обратима на J, то W=uv—! есть 


а : 
интеграл уравнения en =b(t)+a(t) z — ad (t)— ze (1) z («уравнение 


Риккати»), и обратно. Вывести отсюда, что всякий интеграл послед- 
него уравнения на J, принимающий в точке & значение ху, имеет 
вид. (Alt)xo+B(t)e) (С (И xo + D (¢t) e)—1, где Alt), В (1, C(t)u D(t)— 
непрерывные отображения интервала J в «6 (С), удовлетворяющие 
тождеству U (x y)=(Ux) у. 

г) Пусть м, — интеграл уравнения И + a() 2—2d(t)—z0(t) z 
на J; показать, что если у— другой интеграл этого уравнения, 


для которого разность W—wy, обратима Ha J, TO w—w; выражается Ἢ 

(TR dx: - 
при помощи интегралов уравнений 7 = — (Ч— см!) х и Ze 
—X(a—w4c) (рассмотреть уравнение, которому удовлетворяет: 
(w—w,)—!, и воспользоваться 6)). 

9) Пусть уд (1 < k<n)—n числовых функций, определенных на 
интервале Ις ΒΕ и имеющих на J (п—1)-ю непрерывную производ- 
ную. 

а) Показать, что если п функций у» линейно зависимы, то мат- 
рица (yf?) (‘))o<n<n—1, 1<k<n В Каждой точке LEI имеет ранг, 
меньший п. 

6) Обратно, показать, что если для любой точки Ё 6 Г матрица 


(ver (t)) имеет ранг, меньший п, TO на любом непустом открытом 


интервале JCJ найдется такой непустой открытый интервал U CJ, 
что сужения функций у1 в U линейно зависимы (если р—наи- 
меньшее из чисел {<< п, удовлетворяющих тому условию, что BPOH- 
скианы 4 любых функций ук тождественно равны нулю на J, TO 
рассмотреть точку а E J, в которой вронскиан из p—1 функций ук 
отличен от нуля, и показать, что р функций у» являются интегра- 
лами линейного уравнения порядка р—1 в некоторой окрестности 
точки а). 

в) Положим у, (1) =12 для Е ЕВ, у> (1) =: для t>0, yo(t)— —12 
для < 0; показать, что у. и Yo имеют на В непрерывную произ- 
водную и Yıya — У2у; =0, но γι и Yo не будут линейно зависимы на В, 


17° 
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(Римские цифры отсылают читателя к библиографии, помещенной 
в конце этого очерка.) 

_ Как мы уже видели (Исторический очерк к главам I—III), задачи, 
приводящие к интегрированию дифференциальных уравнений, находились 
в числе первых задач, рассматривавшихся создателями исчисления беско- 
нечно малых в ХУП веке (а именно Декартом и Барроу). С тех пор 
теория дифференциальных уравнений не переставала служить объектом 
творчества математиков и благоприятной почвой для применения самых 
разнообразных методов анализа; далеко не все вопросы, поднимавшиеся 
этой теорией, были решены, и интерес, связанный с теорией дифферен- 
циальных уравнений, поддерживался тем более, что она составляла одну 
из наиболее постоянных и наиболее плодотворных точек соприкосновения 
между математическими и экспериментальными науками: последние часто 
находили в этой теории актуальную помощь, постоянно доставляя ей 
в свою очередь новые задачи. 

Из числа разделов, которые должны были бы составлять исчерпываю- 
mee изучение дифференциальных уравнений с современной точки зрения, 
мы выбрали для изложения в этой книге лишь два наиболее элементарных, 
включающие теоремы существования и линейные уравнения для действи- 
тельного переменного. Стало быть, этими двумя аспектами мы и ограни- 
чим наш краткий исторический обзор. С начала XVIII века математики 
были убеждены, что «общий» интеграл дифференциального уравнения п-го 
порядка зависит от п произвольных постоянных и что «вообще», сущест- 
вует, и притом единственный, интеграл, принимающий вместе со своими 
ἥ--1 первыми производными заданные значения для заданного значе- 
ния 20 переменной; это убеждение они основывали на процессе (восходящем 
к Ньютону) постепенного вычисления коэффициентов ряда Тейлора для 
решения в точке 2 при помощи самого дифференциального уравнения 
и п первых коэффициентов. Однако до Коши никто не занимался ни 
исследованием сходимости полученного таким образом ряда, ни доказа- 
тельством того, что его сумма является решением дифференциального 
уравнения; разумеется, речь шла лишь 00 аналитических дифференциаль- 
ных уравнениях. Среди различных методов, привлеченных Коши для 
доказательства существования интегралов дифференциальных уравнений, 
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те методы, которым мы следовали ((ТУ) и (IV bis)), обобщенные несколько 
позже Липшицем, особенно интересны для случая неаналитических урав- 
нений и для аппроксимации интегралов. 

Линейные уравнения были в числе первых уравнений, привлекших 
внимание. Лейбниц и Яков Бернулли интегрируют линейное уравнение 
первого порядка двумя квадратурами ((Т), т. II, стр. 731); общий интег- 
рал линейного уравнения произвольного порядка с постоянными коэффи- 
циентами и произвольной правой частью получен Эйлером ((П), стр. 296— 
354); тем же способом Даламбер решает линейные системы с постоянными 
коэффициентами. Немного позже Лагранж (III) закладывает основы общей 
теории линейных уравнений п-го порядка: он выясняет, что интеграл 
однородного уравнения есть линейная функция от п постоянных интегри- 
рования, вводит сопряженное уравнение, открывает понижение порядка 
однородного уравнения, если известны частные решения, и метод вариа- 
ции постоянных для интегрирования неоднородного уравнения. Неясные 
места теории Лагранжа (а именно в части, относящейся к линейной 
независимости интегралов) были освещены Коши, изложение которого 
(ГУ bis) остается почти полностью неизменным, если не считать улучше- 
ний в деталях путем введения матричной терминологии и теории элемен- 
тарных делителей. 
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ГЛАВА У 
ЛОКАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ 


$ 1. Сравнение функций на фильтрующемся множестве 


Пусть Е — множество, фильтрующееся по фильтру с базисом 5 
(Общая топология, гл. I, 8 5); в этой главе мы будем paccMaT- 
ривать функции, множествами определения которых являются 
подмножества множества Ё, принадлежащие базису фильтра % 
(зависящие от рассматриваемой функции), принимающие свои 
значения либо в теле В действительных чисел, либо вообще 
в некотором нормированном векторном пространстве над упоря- 
доченным телом (Общая топология, гл. IX, § 3, n°3). 


В приложениях в качестве Ё чаще всего будет рассматриваться 


подмножество числового пространства В” или замкнутая прямая В, 
а в качестве $ —след на Е фильтра окрестностей предельной точки 
множества E или фильтр дополнений относительно компактных 
множеств в Ё («окрестности бесконечно удаленной точки»). 


Вообще говоря, знания того, что функция стремится к пре- 
делу по $, равно как и знания самого предела, недостаточно 
для того, чтобы решить все задачи «перехода к пределу по $», 
относящиеся к выражениям, составленным из этой функции. 


Например, когда действительное переменное 2 стремится к +00, 


каждая из трех функций x, x? и γα стремится к 400, в то время 
как первое из выражений 


_ (241—227, (at), Уз У 


стремится к - со, второе —к À, а третье —K 0. 


Таким образом, важно знать не только предельное значение функ- 
ции по 5 (если этот предел существует), но и «способ» стремления 
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функции к своему пределу; иными словами, мы приходим к во- 
просу об установлении классификации во множестве функций, 
стремящихся к одному и тому же пределу. 


1. Отношения сравнения: Г. Слабые отношения 


В дальнейшем мы будем через У обозначать нормированное 
векторное пространство над упорядоченным телом К, а через 
dé ($, У) — множество функций со значениями в И, каждая из 
которых определена Ha подмножестве из Æ, принадлежащем 
базису фильтра $. Отношения, которые мы введем между такими 
‘функциями, носят локальный характер относительно фильтра 
с базисом %; уточним, что следует понимать под этим. Если f и 
gs— две функции из df (%, Г), то отношение «существует такое 
множество ΖΕ 75, на котором функции f u g определены и равны» 
есть отношение эквивалентности Въ» в A ($, Г); в самом деле, 
оно, очевидно, рефлексивно и симметрично, а для доказатель- 
ства его транзитивности достаточно заметить, что если f u ¢ 
определены и равны на ХЕХ, © и В определены и равны на 
Y ES, то f и В определены и равны на любом множестве из %, 
содержащемся в Х [|] У. Будем говорить, что отношение S, 
в которое входит функция Ё из (5%, Г), носит локальный 
характер (по 7%) относительно Ё, если оно согласуется (по ἢ) 
с отношением эквивалентности BR. (Теория множеств, Результаты, 


$5, n°7); известно, что если f есть класс функции f по модулю 
Въ (элемент фактор-множества Ko (%, V) = ER ($, Г) / В»), то из 
5 факторизацией выводится отношение между Ё и другими аргу- 
ментами отношения 5, и что всякое отношение такого рода 
определяет отношение, носящее локальный характер относи- 
тельно f, 

Пример. Если Ё и х— две функции из df (5, В), то отно- 
шение «существует такое множество À CS, что Ё и g определе- 
ны на X и f (t)<g(t) для любого TE X» носит локальный харак- 
тер относительно Ё и g. Обозначим через T<g отношение, полу- 
ченное из него факторизацией (для Ё и g); заметим, что если 
i <g, то существуют функции f, Е u о, Eg, определен- 
ные на всем множестве E и такие, что f, (1) Lg, (1) для любо- 
го tEE. 
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Замечания. 1) Пусть V;(1<i<n)—n нормированных 
векторных пространств над телом К и ф—функция, определенная 
на У, ХУ.х ... ХИ) со значениями в V; если f; и 5; — две функции 
из € (5, Г}, определенные и равные на множестве Ζ; ES (1<Li<n), 
то функции t—> 9 (#1 (), fo (0), ..., fn (0) Ht —> p(g1(t), Bo ((),..., Bn (0) 
определены и равны на любом множестве из %, содержащемся 
в 2. (| 22{]...[] Zn, или, иначе говоря, принадлежат одному и тому 
же классу по модулю Ro в 98 (5, Г); следовательно, функция @ 
факторизацией по В. определяет отображение (которое мы чаще 


всего будем обозначать через ф ff, ..., £n)) произведения Ko (%,71) X se 
.. Х бо (ὧν Vn) в бо ($, V). Если, например, в качестве ф взять 
отображения (x, у) > x+y и x—x\ (ЛЕК), то тем самым для 


произвольных двух элементов f u g ИЗ Ho (τ, Г) будут определены 
элементы T-+ σ΄ и fA, u MEI непосредственно можем убедиться в TOM, 
что законы композиции (f, 2) — ВЕ и (A, В» th определяют в 
dE (5, Г) структуру векторного пространства над телом К; в этом 
пространстве класс 0 состоит из функций, равных 0 на множестве 


из %, а класс —{ состоит из функций, равных —f на множестве 
из $. Далее, если У есть алгебра над телом К, то, приняв Ф(х, у) = 
—XY, мы определим в 0» (το, И) второй внутренний закон компо- 


зиции (f, g)— f g; вместе с двумя вышеуказанными законами он 

определяет в oo (5, V) структуру алгебры над телом К; если У 

обладает единичным элементом 6, то 9» (5, V) будет иметь в ка- 
— 


честве единичного элемента класс 6, состоящий из функций, рав- 


ных е на множестве из %; для того чтобы класс f был обратимым 
в 0» (5, Г), необходимо и достаточно, чтобы для некоторой функ- 


ции СЁ существовало такое множество ZE, что функция f (1) 
обратима в У для любого {ΕΖ (в таком случае это условие выпол- 


няется для любой функции из класса f)*). 
2) Пусть, в тех же обозначениях, Ip есть отображение подмно- 


n 
жества произведения | У; в У; обозначим через (fy, fo, ..., fp) 
i=} 
функцию, равную wp (# (1), ..., f, (t)) в каждой точке TEE, в кото- 
рой определены #; (ἑ}) и в которой точка (f; (¢)) принадлежит множе- 
ству, на котором определена т **). Например, f+g есть функция, 


*) Эти действия над классами эквивалентности «локально равных» функ- 
ций играют важную роль во многих теориях, которые будут изложены 
в настоящем трактате, особенно в теории дифференцируемых многообразий. 

**) В частности, в дальнейшем мы будем для функции f из SE (5, Г) 
обозначать через ||f|| функцию 1—||1(1) ||, принадлежащую 98 (%, R) 
и определенную на том же множестве, что и f; особо оговорим, что в этой 
главе ||f || означает функцию, а не число. 
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равная f(t)+g(¢) в любой точке 4€ E, в которой определены обе 
функции f u g. Заметим, что отображение (f, ο) —{-- © He является 
групповым законом в SC (%, Г), так как если f определена He на всем 
множестве EL, то не существует такой функции SE (5%, Г), что 


f+g=0. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Если имеются две числовые функции fu g, 
принадлежащие © ($, В) и положительные на множестве из $, 
то говорят, что | подчинена функции с или что 5 доминирует 
над } (по À), и записывают fxg или сз |, если существует 
такое множество ХЕ и такое число Е >0, что f (t)<kg (|) 
для любого TEX (иными словами, если существует такое k >> 0, 
что FS kg). 

Если имеются два нормированных пространства V, u Vo 
и две функции # u ἕν, принадлежащие соответственно GE (δ. η) 
и 46 (5, Νο), то говорят, что р подчинена f, (по $), и записы- 
вают ἓι < Ь или ἓν Ь, если || f\| || f ||. 


Отношение fj X #5, очевидно, носит локальный характер OTHO- 
сительно f, и fo; следовательно, оно эквивалентно отношению 
ти x ts которое получается из него факторизацией. В случае число- 
вых функций ] и g не следует смешивать отношения 7 < Ра u Î< 5. 


Отметим, что для любого скаляра À == 0 отношение f, < f,A 
эквивалентно отношению f,<f,. Если ἢ <Ь, то существует 
такое множество X ES, что для любой точки ХЕХ, в которой 
f, (x) =0, выполняется равенство f, (x) = 0. 


Примеры. 1) Отношение f < 1 означает, что f ограничена на 
некотором множестве из %. 


2) Цля любой функции f из 5 (5, Г) и любого скаляра À == 0 
имеем f < fi. 


3) Если x стремится к +00, TO Sin?z x sing. 
4) Если (x, у) стремится к (0, 0) в R2, то 


ry < 2? + y?. 


Из определения 1 непосредственно вытекают следующие пред- 
ложения: 


Предложение 1. Если f, с, h—mpu функции us ο (65, В), то 
отношения | «си g<h влекут отношение | <h. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть f, и ЁЬ—0ве функции из (5, Г) 
и g— функция из J ($, В). Отношения В < g u Ь <X g влекут 
отношение + fo < в. 

Кроме того, имеет место 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть Vy, Vo, и Г— три нормированниых 
пространства пад одним и тем же упорядоченным телом 
и (х, у) —>[ху| — непрерывное билинейное отображение произве- 
‚ дения У, ХУ. в Г. Если f, u Ь— соответственно функции из 
GLS, Г, и 94 (5, Г.), a σι и в. — тавие функции из JH (τ, В), 
что И < gi Uf, X go, mo [fe] < 8185. 


В самом деле (Общая топология, гл. IX, $ 3, теорема 1), 
найдется такое число а > 0, что 


| [if] || <a |] fy |] || fe |. 


СледствиЕ. Если У — нормированная алгебра, f, и 6 — функ- 
ции из ορ (τ, V), ав! и в.— функции из GE (5, В), mo отноше- 
ния # < σι, fo < go влекут отношение ff, < gig2. 


Отношение # < g между функциями из 5 (5, V) транзитивно 
в силу предложения 1; а так как оно рефлексивно, то отноше- 
ние « Lg и © < f» есть отношение эквивалентности в © ($, Г) 
(Теория множеств, Результаты, $ 6, n° 1). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Если имеются две функции fu gus FE (5, Г), 
то говорят, что f u g подобны (по 5), и записывают Î Ξ 5, 


если ἓ Lg и g< Ё. 


Для любого скаляра À Æ 0 отношение f = g эквивалентно 
f = gi. Оно влечет существование такого множества ХЕ5, что 
подмножество множества Х, состоящее из точек, в которых 
f(x) =0, совпадает с подмножеством множества X, состоящим из 
точек, в которых g (x) =0. 

Примеры. 1) Для числовой функции }Ε SL (δ. В) отношение 
f <1 означает, что найдутся такие два числа а > 0, b>0, что 
a<|f(z)|<b на некотором множестве из % или что функция 
log|/| ограничена на некотором множестве из Ὁ; в этом случае 
говорят, что f логарифмически ограничена на некотором MHO- 
жестве из $. 


268 ЛОКАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ TE ¥.§ 1 


2) Пусть У—нормированное пространство над недискретным 
упорядоченным телом КА, и пусть #(5)=аох"-- ах" 1--... Ра, — 
такой многочлен относительно ЕК с коэффициентами из У, что 
a == 0. Тогда для любого вектора 6 ==0 имеем f(x) = br”, когда 


|x| стремится к +00. 
3) Как мы уже видели, при x, стремящемся к --со, справед- 
ливо отношение Sin? z -6 Sinz, однако отношение Sin? x ~ sinz уже 


не имеет места, несмотря на то, что обе эти функции обращаются 
в нуль в одних и тех же точках. | 

4) Имеем 22--ху-- у? = 22--у?, когда (x, у) стремится к (0, 0) 
в R2, в то время как ху S 22-- у? неверно. | 


Из предложения ὃ сразу получаем, что если fy, fo, Lis Lo — 
функции из (8, К) (где К — произвольное упорядоченное 
тело), то отношения fi X рии fa X go влекут отношение fifo 5 gigo. 


- Отметим, что, напротив, отношения fi = 54, [> < go не влекут 
отношения f1+ f2 X gıtg2, в чем можно убедиться на примере: 
fa (2) = ει (x) = 2", |5 (1) = —(22+ x), go (1) = —(22--1), 


где x действительно и стремится к +00. 


Отношения сравнения f < g и Ê = g называются слабыми отно- 
_шениями. Говорят, что две функции Ё и © из 0 (δ, Г) слабо срав- 
нимы, если они удовлетворяют по крайней мере одному из двух 
отношений Ё = ©, g < Ё. 


Замечания. 1) Как показывает пример функций 1 и zsinz, 
при x, стремящемся к oo, две функции из © (5, В) не обязаны 
быть слабо сравнимыми. 

2) Обозначим через Ау отношение # = & в 9% (5,Г), а через 


eo =(%, Го) —фактор-множество © (5, V)/Ro; отметим, что отноше- 
ние Ro влечет отношение Во. В результате факторизации отношение 
f <g, согласно предложению 1, приводит к отношению порядка 
в 98, —=(%, И) (Теория множеств, Результаты, ὃ 6, n° 1); предыдущий 
пример показывает, что этого отношения недостаточно для того, 
чтобы множество © (5, Г) было совершенно упорядочено. 


2. Отношения сравнения: II. Сильные отношения 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть f и g— две числовые функции, принад- 
лежащие GE (5, В) и неотрицательные на некотором множестве 
из δ. Говорят, umo f пренебрежима сравнительно с g или что g 
превалирует над f (по 8), и пишут fxg или g>>f, если для 
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любого &>0 существует такое множество ХЕЗ, что | ({) < 
<eg(t) для любого tEX. 

Если имеются два нормированных пространства V, u Vo 
и две функции f, u fo, принадлежащие соответственно © (5, Τι) 
и (5, Να), то говорят, что f, пренебрежима сравнительно 
с ἵν (по 5), и записывают В -Ь или БУВ, если || £, || << |} £2 ||. 


Для любого скаляра À == 0 отношение #, << Ё.\, эквивалентно 
отношению fj << f,. Отношение #, <<Ё, влечет отношение # < fo, 
но не эквивалентно ему. | 

Отметим, что отношение ἃ, X {> никоим образом не влечет OTHO- 
шения «#1 42 fo или fy <= fo»: например, при x, стремящемся к + 00, 
имеет место отношение Sinz =< : HO не имеет места HH одно из OTHO- 
шений sin x 4 1 u sinx 1. 


Примеры. 1) Отношение f x1 означает, что f стремится 

к 0 по фильтру 5. 
2) Если а и В— два действительных числа, удовлетворяющих 
условию α < В, то αἴ X x, когда x стремится к +00. Точно так же, 


если т и n— два целых рациональных числа, удовлетворяющих усло- 
BHIO m<{n, TO z” 22 2", когда комплексное число 2 стремится к 00. 


3) Если x стремится к 60, то 1" 4 e* для любого целого п 
я. ЗН 5201 
4) Если в К? точка (x, у) стремится к (0, 0), то 22 y 42\z|+ly\|- 

Следующие предложения вытекают непосредственно из опре- 
деления 3: 

ПрЕдложЕНИЕ 4. Если f, g, й— три функции из GE (5, В), то 
отношения f<g u gh (соответственно [Kg и g<h) влекут 
отношение f X<h. 

ПрЕдложЕНИЕ 5. Пусть f, u f,—06e функции из ὅθ (5, Г), 
а г— функция ο (8, В). Тогда отношения fyKgu БЕ 
влекут отношение fi + fr g. 

С другой стороны, To же рассуждение, что и в предложе- 
нии 3, показывает, что справедливо 

ПрРЕдложЕНИЕ 6. В обозначениях предложения ὃ отношения 
f,%g, и 6 <L'g (соответственно fi, X g1 и Ь < 82) влекут отно- 
зиение [ff] << ρισο. 
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Предложение 4 показывает, что отношение f 2 g между функци- 


ями из SP (5, Г) транзитивно; однако оно не рефлексивно., точнее, 
из отношения Î 4 f следует, что } равна нулю на некотором мно- 


еестве из 75 (иными словами, } эквивалентна 0 по модулю Ro); 
в самом деле, для &, удовлетворяющего условию 0< € << 1, найдется 
такое множество X Ες, что ||#(2)||<=||1(х)|| для любого zEX, 
что возможно лишь в том случае, если ξ(α)--0 на X. Отсюда сле- 


дует, что отношение «<< g и gf» транзитивно и симметрично, 

но не рефлексивно; следовательно, оно не может быть отношением 

эквивалентности (оно означает, что существует множество X ЕХ, 

обладающее тем свойством, что #(5)=9 (2) =0 для любого хЕХ). 

ПрЕдлОЖЕнИЕ 7. Ecau f u g—Oee функции из FH (5, V), то 
отношение {—g<<f эквивалентно отношению Î — g << 5. 


В самом деле, отношение { — 0 << f означает, что для любого 
= >0 найдется такое множество ХЕб, что ||1(5)—© (x) | < 
<elf(z)|| для любого zEX. Отсюда (1—3) || f(z) |< ||5(5)|, 
и следовательно, ἕ LS, откуда (предложение 4) вытекает, что 


ЕЕ. 


Следствие. Отношение f—g <f есть отношение эквивалент- 


ности в © ($, Г). 


В самом деле, если f—gxf ug— hg, T0f—gXg, откуда 
(предложение 5) f—hg, и, учитывая отношение © <f, полу- 
чаем Ё — В <<Ё, то есть рассматриваемое отношение транзитивно; 
симметричность его следует из предложения 7, а рефлексивность 
очевидна, и таким образом, следствие доказано. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Ecau f u g— функции из SL (5, Г), то 2060- 
pam, что Ё и g эквивалентны (no $), и записывают f~g, если 
f—g<<f. 

Отношение fg влечет отношение Î < g, но He эквивалент- 
но ему. 

Примеры. 1) Если а— отличная от 0 постоянная функция 
на E, то отношение fa означает, что f стремится ка по 


фильтру $. 


2) Пусть V — нормированное пространство над недискретным упо- 
рядоченным телом К, и пусть # (51) =аох" + ar"—1-+ ... | а, — много- 
член относительно x с коэффициентами из ТУ и ao #0. Тогда 
f(x), — aor", когда |x| стремится к +00. 


< 
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3) Если действительное переменное x Sens к + 0, TO 


(4+) sin x — sin x. 


4) Если комплексное переменное 2 стремится к 0, To е*—1 — д. 
Вообще, если У— нормированное пространство над упорядоченным 
телом К, Г{— функция, определенная в окрестности точки 2ЕК, 
принимающая значения в У и имеющая в точке ху производную 
1’ (αρ) == 0, то при x, стремящемся к αρ, f (x)—f (20) ~ {’ (αρ) (x — zo) 
(гл. I, $ 1, определение 1). 

5) Если (x, у) стремится к (0, 0) в R2, то 

γ΄ sin? α-|- sin? y~ Уи? : 

6) Пусть f (x, у) — многочлен с действительными коэффициентами 
относительно двух действительных переменных х, у, не имеющий 
свободного члена. Если существует функция (x), непрерывная Ha 
интервале [0, а] и такая, что @(0)—0 x f(x, p(x))=0 для Ох х< а» 
то можно показать, что при х>0, стремящемся к 0, существуют 
такое рациональное число г и такое действительное число A= 0, 
что M(x) — Az’ (упражнение ὃ). 

7) Пусть для любого x >0 π(α) означает количество простых 
чисел, не превосходящих x. Доказано, что когда 2 стремится к - со, 


RE 
п (=) — Loge 


Замечание. Отметим, что отношение Î -- g отнюдь не озна- 
чает, что разность f{—g стремится к 0 по фильтру %; эта разность, 
как показывает пример 22-- x — x? при 2, стремящемся к -- 05, может. 
быть даже неограниченной. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть К — упорядоченное тело u fi, fo, δι, 
go—uemupe функции из 9#(%, К); тогда отношения f,~ gy 
и fo~ Lo влекут отношение fifo — 2182. 


В самом деле, имеем fi, — 8182 = fa (5 — #2) + (fi 51) gas так 
как ка, На M fo — go Kg TO fifa — Liga вв» (пред- 
ложения 4 и δ). | 

Напротив, приведенный в n° 1 пример, в котором [1 = 1, ]2 ~ 82, 
показывает, что отношение fo fo Е gıtga (ни тем более f1+ fo — 
— g,-+ go) не выполняется. 

Отношения сравнения #5, f~g называются сильными 
отношениями. Две функции f и © us (8, И) называются 
сравнимыми (или, когда хотят избежать путаницы, сильно 


*) См., например, А. Е. Ингам, Распределение простых чисел, М.—Л. 
1936. 
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сравнимыми), если они удовлетворяют одному из трех отно- 
шений: #5, £>>g или «существует такое À == 0, что Ё ~ σλγ. 
Замечания. 1) Две функции могут быть слабо сравнимыми, 


не будучи сильно сравнимыми, как, например, функции À и sin x 
при x, стремящемся к оо. 


2) Определение отношений сравнения #, = № и Sf, лишь 
внешним образом связано с нормами пространств V, u Vo, в кото- 
рых f, и принимают соответственно свои значения; в действитель- 
ности же оно зависит только от топологии пространств V, u Vo, 
ибо при замене нормы в V4 или в Vo на эквивалентную отношения 


f, S fo u fi << fo заменяются эквивалентными отношениями (Общая 
топология, гл. IX, § 3, n° 3). 


3. Замена переменных 


Пусть ф— такое отображение множества Ё’в E, при котором 
ф ($) представлхет собой базис фильтра в Е’. Тогда очевидно, 
что если f, и fs — функции соответственно из. df ($, V,)u KH ($, Μα), 
то функции Ёоф и Ё5ф принадлежат соответственно 
HR), Vi) и KH (ф 1 (5, Г.) и отношение f, < f, (соответст- 
венно #Ё, << [ϱ) эквивалентно отношению À o φ < Ёьоф (соответствен- 
но 1 °ф-< Ё°Ф). 


4. Отношения сравнения между строго 
положительными фунвииями 


Пусть функция g из < ($, В) строго положительна на неко- 
тором множестве из %. Тогда отношения сравнения, в которые 
входит ©, можно сформулировать другим способом: отношение # < g 


равносильно утверждению, что функция = (которая определена 


на некотором множестве из 75) 02 Ен на множестве из δ; отно- 


ПЕН 


шение f <\g равносильно утверждению, что функция 7 cm pemum- 


ся к O no $. Если |— функция из © (8, В), то отношение f x ο 


f 


означает, что функция = логарифмически ограничена на множе- 


] 


стве из %, а отношение f — g— что -„ стремится к 1 πο %. 


Стало быть, если функция f из © (δ, В) положительна Ha неко- 
тором множестве из $, то утверждение, что функции fu g срав- 
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Î 


нимы, означает, что oe стремится в некоторому пределу (конеч- 


ному или равному -+ со) по фильтру $. 


ПрЕдложЕНИЕ 9. Пусть fu g—dee функции из (8, В), 
строго положительные на множестве из §. Для того чтобы 
fu g были сравнимы, необходимо и достаточно, чтобы для. 
любого числа t> 0, кроме, быть может, одного, функция f—tg 
сохраняла постоянный знак*) на некотором множестве из $. 


Условие необходимо. Действительно, если f  g, то f—tg — 
—— для всех значений $, кроме 1=0, и значит, функция 
f—tg строго отрицательна на множестве из 5 для всех {, кроме 
t—0; если же f>g, то функция f— tg строго положительна на 
множестве из 5 при любом #; наконец, если f ~ kg (k — постоян- 
ная, А >> 0), то отношение f—tg~ (k—t)g имеет место для всех 
1, кроме t=k, и значит, для всех & кроме, быть может, #=А, 
функция j—tig имеет на некотором множестве из 75 знак раз- 
ности К — &. 


Условие достаточно. В самом деле, допустим, что отношение 


Î 


-z, имеет два равличных предельных значения a < В по фильтру 


D. Тогда для любого числа 1, a LIL, во всяком множестве 


ХЕ найдутся такие две точки X, и 20, что : ah =f nL > t; 


следовательно, функция f(x)—tg(z) не сохраняет на множестве 
Х постоянный знак, что противоречит нашему предположению. 


Î 


Отсюда следует, что а имеет единственное предельное значение 


(конечное или бесконечное) по фильтру с базисом % и, значит 
(Общая топология, гл. I, $ 10, предложение 1), имеет это зна- 
чение своим пределом по фильтру τ΄. 


*) Напомним, что функция Sign x (знак действительного числа x) счи- 
тается равной {1 при х>0, —1 при < 0 и 0 при х=0 (Общая топо- 
логия, гл. IV, § 3, n° 2). Таким образом, утверждение, что числовая 
функция сохраняет постоянный анак на некотором множестве, означает, 
что в каждой точке этого множества она либо строго положительна, либо 


строго отрицательна, либо, наконец, тождественно равна нулю на указан-. 
ном множестве. 


18 Ἡ. Бурбаки 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Пусть fu в—0ве функции из Kl, В), 
строго положительные на некотором множестве из τα; тогда 
для любого действительного à == 0 отношение f = g (соответст- 
венно | — ο) эквивалентно отношению [1 “ὁ g* (соответственно 
Ja — ρα); если a>0, то отношение f < (соответственно f < g) 
эквивалентно отношению f* < σά (соответственно JA > 20°); если 
же а< 0, то оно эквивалентно отношению |< > g* (соответственно 


Set). 
Доказательство всех утверждений очевидно. 


Отметим, что в 9 (%, В) множество функций Г, строго положи- 
тельных на некотором множестве из %, обладает тем свойством, 
что Г/В» образует мультипликативную группу To в Se ($, В); T/Ro 
совпадает с фактор-группой группы Г» по подгруппе классов (по 
модулю Roo) логарифмически ограниченных функций множества Г; 
на Г/Во отношение порядка, полученное из отношения f = g факто- 
ризацией, согласуется со структурой группы Г/Но и, значит, пре- 
вращает ее в упорядоченную группу. 


ПрЕдложЕНИЕ 11. Пусть функция g из с (5, В) такова, что 
limgg = + co; тогда отношение fX g влечет отношение εἶ << οὔ, 


а отношение f ~ g влечет отношение log f — log g. 


Действительно, если f<<g, то f—g=g ( > — 1) стремится 


ο 
8 
и, значит, logf—logg стремится к 0; TO же самое можно сказать 
opp: 1= log f — log g 

log g log g 


к —co по %. Точно так же, если | — g, то log f = log g + log 


относительно 


Отметим, что, напротив, отношение f ~ g не влечет отношения 


el — е9 и даже отношения ef X е9, в чем можно убедиться на при- 
> мере функций f(x)—x?, #(1)=1?--т при x, стремящемся к +00; 


точно так же отношение X g, как показывает пример функций 
1 (1) =, g(x) =1? при x, стремящемся к --00, не влечет отношения 


log } << 1052. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Густь g-—@ynryua из с (8, В), строго 
положительная на некотором множестве из 5 и такая, что 
lim» g=0 или lime g= + со. Говорят, что функция ТЕ 86 ($, В) 


есть функция порядка о (конечного или бесконечного) 
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относительно g, если 


; lo 
lime BAER о. 
log g 
Отметим, что если функция ] имеет порядок о относительно g, 
то относительно 1/g она имеет порядок —Q; следовательно, 


можно рассматривать только тот случай, когда g(x) стремится 
к < по фильтру $. 


ПредложениЕ 12. Пусть g— функция из 0% ($, В), удовле- 
творяющая условию lime g= +0, и f—- функция из $ ($, В). 

a) Для того чтобы | была функцией порядка - со относи- 
тельно g, необходимо и достаточно, чтобы f >> g* для любого 
а > 0. 

6) Для того чтобы | была функцией порядка — со относителъ- 
но ©, необходимо и достаточно, чтобы f X g* для любого a > 0. 

в) Для того чтобы | была функцией конечного порядка о 
относительно g, необходимо и достаточно, чтобы для любого 
$ > 0 выполнялось отношение 86-2 << }  gPTE. 


Докажем, например, в). Если порядок функции f относительно 
g равен ϱ, то для любого = > 0 найдется такое множество МЕ5, 
что для всякого x € М справедливы неравенства 


(ο = τ) log g (x) < log | f (z)|< (e+ 5) log g (7) 
ИЛИ 


6-5 pts 
(g(z)) “<|f(z)|<(g(z)) ”; 
а так как lime g= oo, то ge X fx got® для любого 8 > 0; 00- 


ратное очевидно. Доказательства утверждений a) u 6) аналогичны. 

Отметим, что если } имеет конечный порядок Q относительно g, 
то fg-® имеет порядок 0 относительно g, и обратно; если fı 
(соответственно fa) имеет порядок 0, (соответственно 05) OTHOCH- 


тельно g и если число 0, | 05 определено, TO f,;f. имеет порядок 
о, -0> относительно g. | 


Замечания. 1) Заметим, что если функция f имеет конеч- 


Î 


ный порядок © относительно г, TO отношение ΒΘ обязано стре- 
8 
миться к пределу; например, всякая логарифмически ограниченная 


18* 
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функция имеет порядок 0 относительно £ и, однако, не всегда имеет 
предел по фильтру %. 

2) Функция f, определенная на некотором множестве из %, не 
обязана иметь определенный порядок (конечный или бесконечный) 
относительно 2: функции, имеющие определенный порядок относи- 
тельно ©, сравнимы CO всеми степенями функции 2, кроме, быть 
может, одной. Но функция } может и не обладать этим свойством, 
что видно из примера g(x)—x, f(x«)=1-.x?sin?z (при x, стремя- 
щемся к co). В этом примере функция } сравнима с ga дляа< 0 
и а > 2; если же положить f(x)—=e*sin?x--e7*cos?x, то функция 
7 не будет сравнима ни с одной степенью (ни положительной, ни 
отрицательной) функции g. 


5. Обозначения 


Если задана числовая функция f € 0 (5, В), то часто в фор- 
мулах удобно бывает обозначать через O(f) функцию, подчинен- 
ную функции f, а через о(])— функцию, пренебрежимую срав- 
нительно с f. Если в одно выражение входит несколько функ- 
ций, подчиненных одной и той же функции f (соответственно 
пренебрежимых сравнительно с f), TO их обозначают через О, (7), 
О. (f) ит. д. (соответственно о, (1), 05 (7) ит. д.). 


Многие авторы обозначают через О (f) (соответственно ο (f)) все 
входящие в рассуждение функции, подчиненные функции f (соот- 
ветственно пренебрежимые сравнительно с f), если эта неточность 
не может привести к недоразумениям. 


В указанных обозначениях предложения 1, 2 и 3 принимают 
следующий вид: если g=O,(f) и h=O(g), το h=O,(f); спра- 
ведливы формулы RER | 


2 NiO: (f) =On+i(f) (A —скаляры), (1) 
O (f) 0 (g) =O (fg). (2) 


_ Точно так же предложение 4 показывает, что если g =O, (f) 
и h=o(g) (соответственно g=o,(f) и h=O(g)), то h=o,(f), 
а предложения 5 и 0 выражаются посредством формул — 


À №10; (f) = On+1 (f) (A; — скаляры), | (3) 
o(f)0(g)=0 (fg). _ (4) 


5 СРАВНЕНИЕ ФУНКЦИЙ HA ФИЛЬТРУЮЩЕМСЯ МНОЖЕСТВЕ 277 


Отношение f ~ g эквивалентно равенству {= g-+o(g). Символ 
О (1) (соответственно о (1)) означает функцию, ограниченную Ha 
некотором множестве из δ (соответственно функцию, стремя- 
щуюся к 0 по фильтру 9). 
Упражнения. 1) Показать, что для действительного x, стремя- 
щегося к +00, функция f (x)—(x cos? х- sin? 2) ex? монотонна, но не 
‚ сравнима с eX? и не сравнима слабо с æl/2 ох? 


2) Пусть фр— строго положительная функция, определенная 
и возрастающая для х > 0. 


а) Показать, что если функция en возрастает, TO OTHO- 
шение fg между строго положительными функциями влечет 
ER ESS AN 

6) Показать, что если функция ee) убывает, TO отноше- 
ние f—g между строго положительными функциями влечет 


RS iat RSS 

°3) а) Пусть (a;, B;)—n различных пар положительных дейст- 
вительных чисел, отличных OT (0, 0) и таких, что М (α;) =. 
— Min (ß;)=0. Рассмотрим уравнение 


f(x, = act" (а-ЕФ, (=, у))=0, 
1 


где а; — действительные числа. отличные OT 0, функции @; непре- 
рывны на квадрате 03 х<а, O<. у<аи стремятся к 0, когда (x, и) 
стремится к (0, 0). Допустим, что существует функция g, положи- 
тельная и непрерывная на интервале [0, 6], стремящаяся к 0 вместе 
схи такая, что f(x, г (<)) =0 для любого 26 [0, bj. Показать, что 
Е (2) 
gl 


для любого действительного числа u >O отношение стремится 


к пределу, конечному или бесконечному, когда х стремится к 0 
(использовать предложение 9, рассматривая для любого числа # > 0 
уравнение / (x, хи) =0). 

8 (2) 
χα” 


6) Для того чтобы отношение стремилось к конечному 


и отличному OT 0 пределу, необходимо, чтобы и обладало тем свой- 
ством, что имеются по крайней мере две пары чисел (ар, Pr) 
и (ax, Pr), удовлетворяющих равенству An+ run =a, + Pzu и нера- 
венству 9; + Вл > а»-- Вьи, для любой другой пары (α;, Bi), it Æ κ. 
Таким образом, получаем конечное число‘ возможных значений 


. 1 vw 
pi (1<7< г); числа —— представляют COGOÏ наклоны прямых 
Wi 
на R2, содержащих по крайней мере две точки. из (α;, В;) и таких, 
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что все другие точки этого множества лежат выше рассматриваемой 
прямой («многоугольник Ньютона»). 
в) Пусть р, — наименьшее из чисел и;. Показать, что отноше- 


a | 
ние стремится к конечному пределу (вначале показать, что 
x 


всегда можно предполагать, что если i u J—ABa различных индекса, 
то неравенства 0; < а; и В; <В; не могут выполняться одновре- 
менно; вывести отсюда, что можно предположить a,—0, а; >0 
и В; < Ви для i #1; после этого, положив g(x)=t (x) 21, показать, 
что ¢(x) не может стремиться к +00, когда х стремится к 0). 

г) Индукцией по г вывести из в) существование такого 
8 (x) 


zx À 


индекса FF при котором отношение стремится к конечному 


и отличному от 0 пределу. 


$ 2. Асимптотические разложения 


1. Шквала сравнения 


Пусть Е — множество, фильтрующееся по фильтру с бази- 
com $, и К недискретное упорядоченное тело (чаще всего 
К =В или K=C). В множестве функций из Jf (δ, В), не экви- 
валентных 0 по модулю Но. (то есть таких, что в любом множе- 
стве из % найдется хотя бы одна точка, в которой функция не 
обращается в нуль), отношение «f << g или |=» есть отноше- 
ние порядка. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Говорят, что подмножество & множества 
GE (5, К), состоящее из функций, не эквивалентных 0 по Moûy- 
лю Ro, есть шкала сравнения, если 6 совершенно упорядочено 
посредством отношения «] X< в или ] = в». 


Иными словами, если f и ©— две функции из &, то между 
Ги всегда существует одно (и только одно) из. трех отноше- 
ний fxg, gXf или f=g. Из этого следует, что в 6 отношение 
fxg (u тем более |f|~al|g|, где a—crporo положительное 
число) влечет f=g. 

Всякое подмножество шкалы сравнения, очевидно, является 
в свою очередь шкалой сравнения. 

Примеры. 1) Для любого действительного 2, стремящегося 
к --00, множество функций 2“ (а — произвольное действительное 
число) есть шкала сравнения. То же самое можно сказать 
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о функциях (z—a)4, когда & есть множество открытых интер- 
валов C левым концом в точке а. | 

2) Для комплексного 2, стремящегося к со, множество функций 
2“ (п — целое рациональное) является шкалой сравнения; то же самое 
справедливо для функций (2— а)", когда § представляет собой 
след на дополнении точки ACC фильтра окрестностей этой точки. 

3) Пусть Е — нормированное пространство; множество функ- 
ций |х—а || (a — произвольное действительное число) есть шкала 
сравнения, когда ÿÿ является следом на дополнении точки а 
фильтра окрестностей этой точки. Отметим, что если ри q— 
две различные нормы в А, то объединение двух шкал сравне- 
ния, образованных функциями (p(x—a))" и (q(x—a))%, вообще 
говоря, уже не будет шкалой сравнения. 

4) Для действительного 2, стремящегося к -++ со, множество 6 
функций вида ехр (р (5)), где p(x) пробегает множество много- 
членов без свободного члена (с действительными коэффициентами), 
является шкалой сравнения: достаточно заметить, что частное 
двух функций из & снова принадлежит € и что функция 
exp (р (1)) всегда стремится либо к 0, либо к + с, если p#(; 
в самом деле, тогда px) — ax", где п>0 иа--0; если а> 0, 


1 
то p(x) > 5 ax" для достаточно больших 2; если а< 0, то 


1 
P(t) < 5 ax" для достаточно больших X; в первом случае функ- 


ция exp (р (5)) стремится к — ©, а во втором-— к 0. 

9) Для действительного X, стремящегося к - со, множество 6 
функций вида at (log x)P (определенных для x > 1), где а и B— 
произвольные действительные числа, представляет собой шкалу 
сравнения. В самом деле, здесь снова частное двух функций 
из & есть функция из 6; значит, достаточно показать, что если 
a и В не равны одновременно нулю, то 29 (log х)В стремится к 0 
или к 400; для а=0, B40 это очевидно; если же а>0, то 
(log 1)-В << xt, a если а<0, то (1055) X x при любых В, 
откуда и следует утверждение. 


Заметим, что последняя шкала сравнения является совершенно 
упорядоченным множеством (посредством отношения «} << g ИЛИ 


f=g»), структура порядка которого изоморфна лексикографической 
структуре порядка множества ΒΖ (Множества, гл. ПТ; напомним, 
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что в этой структуре отношение (a, В) (у, ὃ) означает «a < у или 
a=y и B< δν). 

Точно Tak же шкала, состоящая из функций ехр (р (1)), где р 
пробегает множество Ру многочленов без свободного члена, имеет 
структуру порядка, изоморфную структуре порядка множества Po» 
в котором отношение р 4 означает, что старший член многочлена 
{—p имеет строго положительный коэффициент (см. Алгебра, 
ran У: $2, из). 


Пусть ф— такое отображение множества F в E, что ф ($) 


является базисом фильтра в Г. Если € есть шкала сравнения 
в Ё (для базиса фильтра %), то функции fog, где f пробегает 
множество &, образуют шкалу сравнения в À (для базиса филь- 


тра 9 (8). 


2. Главные части u асимптотические 
разложения 


‚® Пусть & — шкала сравнения, состоящая из функций, прини- 
мающих значения в недискретном упорядоченном теле А. Пусть, 
далее, У — нормированное пространство над телом К и f— функ- 
ция из (8, V); если существует такая функция g€€ и такой. 
элемент a-4() пространства У, что f ~ag, то говорят, что ag 
есть главная часть функции Ё относительно шкалы 6. Согласно 
определению 1 функция Ê может иметь только одну главную 
часть относительно ἕ, ибо если σι и р.— две функции из &, 
85:0 и а. = О— два элемента пространства ТУ, то отношение 
aig, — 820; влечет отношение |2.|=|25| и, значит, δι = Lo, откуда 
следует (8; — а!) 5, << gj, а поскольку δ) не равна тождественно 
нулю ни на каком множестве из %, то а. = A. 

Если функция f имеет главную часть относительно шкалы 
сравнения &, то она имеет my же главную часть относительно 
любой шкалы сравнения & DE. 


Примеры. 1) Для действительного (соответственно комплекс- 
ного) x, стремящегося к со (соответственно к CO), всякий много- 
член ag=a2"-+a,z"-11...+a, с коэффициентами из У и а--0 
имеет главную часть аох” относительно шкалы функций 2 (или 
любой другой шкалы, содержащей x"). Отсюда следует, что любая 
age + ...padm 


box" + ...+ 67 


рациональная дробь с действительными или ком- 
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плексными коэффициентами, для которой agbo == 0, имеет главную 
40 „mn - 

часть τα относительно той же шкалы. 
0 


2) Функция может быть сравнимой CO всеми функциями шкалы 
сравнения и не имея главной части относительно этой шкалы. 
Например, для действительного x, стремящегося к +00, функция 
У x не имеет главной части относительно шкалы функций x”, где 
п — целое рациональное; функция log 2 не имеет главной части отно- 
сительно шкалы функций д“ (a— любое действительное); функции 
exp (У log =) и =" =e* 108 < 
шкалы функций 20 (log x)P, ни относительно шкалы функций exp (р (x)) 
(р многочлен без свободного члена). 


не имеют главной части ни относительно 


Понятие главной части допускает широкое обобщение. В са- 
MOM деле, предположим, что функция ЁЕ FL (τ, Г) имеет главную 
часть ag, относительно шкалы &; тогда отношение f ~ aig, экви- 
валентно отношению Ê — agi << σι ($ 1, определение A); следова- 
тельно, для более точного исследования функции f нам нужно 
рассмотреть функцию f—a,g,. Если эта функция имеет главную 
часть 820; относительно &, то непременно будут иметь место 
отношения HK σι и f — ayy, — 800» go. 

Вообще, предположим, что шкала & записывается в параметри- 
ческой форме (ρα), где а пробегает множество индексов À, 
наделенное структурой совершенно упорядоченного множества, 
изоморфной структуре, противоположной структуре порядка мно- 
жества €; таким образом, отношение о < В эквивалентно отно- 
шению gp < gu. При этих условиях введем 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Говорят, что функция fC 9 (5, Г) допускает 
асимптотическое разложение с точностью go, (относительно 
шкалы 6), если существует семейство (8λ)λ-α элементов из V, 
из которых все, за исключением конечного числа, равны нулю 


и для которых справедливо отношение f — У, gr < ρα. Говорят, 
A<a 


что У 8λρλ есть асимптотическое разложение функции f с mou- 
A<a 
ностью gu, что agg, (A<a)—eeo члены, a, — коэффициенты, 
а функция 1, =f— У ag, —ocmamor этого разложения. 
A<a 
Для выражения того, что в ал 2), есть асимптотическое разложе- 
A<a 
ние функции f с точностью gg, чаще всего мы будем ограничиваться 
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записью f= > ang, +0 (£a) (или fe pe але +08 (ga), если в фор- 


A<a ASQ 


мулу входят несколько функций ) в соответствии с обозначениями 
тия, 


Про два асимптотических разложения (двух как различных, 
так и одинаковых функций) относительно одной и той же шкалы & 
говорят, что то из них, в котором gy имеет больший индекс 
является более точным. 


Если 2) ас, — асимптотическое разложение функции Ё с точ- 
A<a 


ностью gu, TO для любого В<а выражение 2 ag, является 


асимптотическим разложением функции f с точностью gp ($ 1, 
предложение 5); говорят, что оно получено сведением вк точности, 


gp заданного разложения N a,g, функции Î. 
A<a 


Если >) ang, и >) big1 — асимптотические разложения с одной 
λ--α ^<а 


и той же точностью gx двух функций Ё и Ё, то выражение 


>, (a, + bi) g, является асимптотическим разложением функции 
<a 


f,+f, с точностью δα ($ 1, предложение 5) и для любого скаляра с 


выражение 2 a,cg, является асимптотическим разложением функ- 
Qa 


< | 
ции f,c с точностью gu. Отсюда следует, что если функция f 
допускает асимптотическое разложение с точностью ga, то это 
разложение единственно: в самом деле, достаточно показать, 
что функция 0 не может иметь асимптотического разложения 


с точностью gg © коэффициентами, отличными от 0. Но если 


= $ ang, + Tax и если у— наименьший из индексов A<a, 
^<а 


для которых а, Æ 0, то аб, = — À. arg — Га “gy, чего 
у 54 


не может быть. 

Утверждение, что функция f допускает асимптотическое раз 
ложен ие с точностью δα, все коэффициенты которого равны нулю 
равносильно утверждению, что Î << σα: Если f допускает асимпто- 


тическое разложение x ag; с точностью gy, не все коэффициенты 
A<Q 


которого равны 'нулю, и если \у— наименьший из индексов À, 
при которых ay # 0, то a,g, есть главная часть функции Ё OTHO- 
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сительно шкалы €, так как Î—a,g, — x 8λ6λ + Го << gy; ТОЧНО 
VAE 


так же, если и <а— такой индекс, при котором a, 5:0, то aygy 


есть главная часть функции f— У ag. 
Zu 


Для приложений наибольший интерес представляют асимпто- 
тические разложения относительно шкалы функций x” (COOT- 
ветственно Ζ΄"), где п есть целое положительное или отрицатель- 
ное число, при действительном 2, стремящемся к +4 60 или — © 
(соответственно при комплексном 2, стремящемся к co), или 
относительно шкалы функций (2 —cC)" (соответственно .(2—c)") 
при действительном X, стремящемся к с справа или слева (соот- 
ветственно при комплексном 2, стремящемся к с). В главе Т было 
показано ($ 3, I 2), что всякая вектор-функция действительно 
переменного x, k раз дифференцируемая в точке CER, допускает 
в этой точке разложение Тейлора порядка А, то есть асимптоти- 
ческое разложение с точностью (x—c)" относительно шкалы 
функций (х— с)". | 


3. Суммы и произведения асимптотических 
разложений 


Если функции f, и f, допускают асимптотическое разложение 
с точностью соответственно δα и gg относительно шкалы сравне- 
ния 6, то отсюда выводим разложения с точностью £min (a, В), 
ограничивая этой точностью оба разложения; в п°2 мы показали, 
каким образом можно получить асимптотическое разложение 
функции fi Ё с точностью gmin (а, В)- 

Пусть У, ТУ. и Г/’— три нормированных пространства над 
телом А, и пусть (x, у) —>[х-у| — непрерывное билинейное отобра- 
жение произведения И, ХИ. в И; с другой стороны, на протя- 
жении остальной части этого параграфа мы будем предполагать, 
что шкала & обладает тем свойством, что произведение любых 
двух функций из & снова принадлежит & (этим свойством обла- 
дают все шкалы сравнения, приведенные в качестве приме- 
ров к n° 1). 

При этих условиях возьмем две функции f, и f, соответственно 
из 5¢ (8, Νι) и # ($, Vo), допускающие относительно шкалы & 


асимптотические разложения = >) ада -- го, № = >» bugut гв 
ASQ <p 


By | [ES 
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с точностью соответственно 8%, и gg. Кроме того, предположим, что 
как а), так и b, не все обращаются в нуль и что a,g, и bogs 
составляют главные части функций f, и fo. По условию, имеем 


2›@вВ = бр И 850% = Lo; Покажем, что сумма > [aaby] grgu, распро- 
страненная на такие пары (A, M), что вина (р, о) < Ва, является 
асимптотическим разложением функции [15] с точностью 
£min(p,o) В самом деле, разность между [15|] и этой суммой 
представляет собой сумму конечного числа членов, которые либо 
имеют вид [a,b] gg, с отношением grgu << min (p, о), Либо [алгв]| ga, 
где À >Y, либо [roby] gu, где u>6; а так как функция [xy] непре- 
рывна, то ($ 1, предложения 3 и 6) [are] ga < твё» X Spey = Lo 
для A>y и Touno так же [rabul gu < тоб, < gags = £o ДЛЯ 
μ᾽» ὃ, откуда ($1, предложение 5) получаем наше утверждение. 


Если все а) равны нулю, TO [1115] << gags, или, другими словами, 


имеется асимптотическое разложение функции [15] с нулевыми 
членами и с точностью ξαξῇβ; точно так же и в случае, когда все а), 
и все by, равны нулю, мы имеем асимптотическое разложение функ- 
nun [fifo] с нулевыми членами и с точностью guSp- 


Полученный результат будет применяться главным образом 


в том случае, когда V есть нормированная алгеб ра над телом К, 
а билинейная функция [xy] является произведением ху в этой 
алгебре; наиболее важны случаи, когда У равно В или С. 

В частности, если f; (1 <1<п) —п функций из ff (5, К), каж- 
дая из которых допускает асимптотическое разложение относи- 
тельно &, то можно получить асимптотическое разложение отно- 


Ἴ ν 
сительно 6 для любого многочлена У Av vo. m fy! FE fn OT fi C KO- 
(v;) 


эффициентами из нормированного пространства У; кроме того, 
сформулированные выше правила позволяют установить точность по- 
лученного разложения исходя из точности разложений функций f;. 


4. Композиция асимптотических разложений 


Пусть /— функция из df (%, В) (соответственно (8, C)), 
допускающая асимптотическое разложение с точностью go, OTHO- 
сительно шкалы € и такая, что ее предел по фильтру с базисом % 
равен 0. С другой стороны, пусть В — функция co значениями 
в нормированном пространстве V над телом В (соответственно С), 


- 
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определенная в окрестности точки 0 в В (соответственно в С) 
и п раз дифференцируемая в этой окрестности; следовательно, 
для точек этой окрестности имеем В (1) = ео | её +... + e,t"-!-0(t") 
(гл. I, 89, n° 2), откуда получаем, что на некотором, надлежа- 
щим образом выбранном множестве из Х hof =eo+e,f+...+ 
+e,f"-+o0(f"). B n°3 мы показали, каким образом можно получить 
асимптотическое разложение для выражения Co + Cf +... + enf” 
с точностью δρ, полностью определенной точностью разложения 
функции f; с другой стороны, предположим, что коэффициенты 
асимптотического разложения функции f не обращаются одно- 
временно в нуль и что ἄνθη есть главная часть функции f, и пусть 
80 = gb; если CCQ, то мы получим разложение функции hof 


© точностью gg, ограничив этой точностью разложение ER 
п 


к. с i 
>) cxf"; если же, наоборот, о< о, то разложение суммы Σ k 
есть в то же время разложение функции ho f с точностью gp. 


Если все члены асимптотического разложения функции f равны 


нулю и если ga << 1, то] 4 go, и, значит, f* 2 αὖ <2 gq, при любом 
целом k>0; если е„— первый отличный от нуля коэффициент 
с индексом m > 0 (в предположении, что не все CZ с индексом k > 0 
обращаются в нуль), TO Co есть асимптотическое разложение функ- 


ции hof с точностью gy. 


В оставшейся части этого п°мы ограничимся случаем функций 
из &, принимающих действительные значения и строго положи- 
тельных на некотором множестве из $, и будем рассматривать 
лишь асимптотические разложения функции из «ο (%, В). Пред- 
положим сначала, что для любой функции ge € и любого дейст- 
вительного числа V функция £Ÿ снова принадлежит €; это условие 


выполняется, например, для шкалы функций χ3 или а | log x | 
(a и В— произвольные действительные числа) в окрестности -|- со 
или в окрестности 0 в В. Это свойство влечет за собой тот факт, 
что частное двух функций, из € снова принадлежит 6. Тогда 
из асимптотического разложения относительно € функции 
16 HM (5, В) с точностью gu можно вывести разложение 
функции | f | при любом действительном V. Действительно, ограни- 
чиваясь случаем, когда не все коэффициенты разложения функции ] 
равны нулю, и обозначая через q,g, главную часть функции f, 
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напишем, что |f|”=|a,|'8)(1-+ №)”, где 


у<^<а 
а), 5), 
Согласно сделанным предположениям У, Gras есть 
Y<A<SQ RN 
асимптотическое разложение функции h с точностью δα. 


Sy 
a поскольку À стремится к 0 по фильтру %, TO описанный выше 


метод дает нам асимптотическое разложение функции (1-й), 
а затем и, после умножения на | ἄν "gr разложение функции | f |”. 


При Tex же предположениях относительно f можно написать, что 
log |f|=log|a;g,|+log(1+h), 

где функция log (1-+h) разлагается, как указано выше, ибо функ- 

ция log (1-- Ё) бесконечно дифференцируема в окрестности 0; если, 

кроме того, функция log gy допускает асимптотическое разложение 

относительно & или относительно какой-нибудь шкалы &, DE, 

то асимптотическое разложение функции log |} | получается в виде 


суммы двух асимптотических разложений. 
| 1 


Пример. Имеем (1-+ 2)” =ехр er (+2) ‚ 102 (4-2) = 
= log x+ log (1+ =) ‚ откуда при x, стремящемся к 400, следует 


асимптотическое разложение функции — 108 (+2) относительно 


шкалы pi x” (log 2)В: 


] 1 1 1 
Log (1-2) = int): 


x? 
Из этого разложения и из разложения Тейлора 


и? u3 
ef Say cb ma gr ote) 
в окрестности точки и=0 в результате применения вышеизложен- 
ных методов вытекает асимптотическое разложение 


р. 
= И. x)? 


(ра 14-982 


1 iris x)? 


+ tots 


της 
er 1 43 
See - tl) 


относительно шкалы функций 27 (log x). 


При асимптотическом разложении функции е (при условии 
сохранения тех же предположений и обозначений) новые задачи 
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возникают только при > 1; здесь необходимо различать два 
случая в зависимости от того, будет ли 8.1 или ρα < 1. 
В первом случае задание разложения функции f не позволяет 
получить главную часть функции € относительно &, так как мы 
не знаем, будет ли остаток Г» стремиться к 0, то есть будет ли 


е’« стремиться к 1. Напротив, если δα <1, то го 1 и, следова- 


тельно, en ехр ( > ang). Этот результат можно уточнить: пусть 
A<a 


а,б,— главная часть функции f, и пусть 6 — индекс (такой, что 
v<ö<a), для которого gs=1; положим Н= >) ав), he 
| AT 


= Σι а -Ёго; тогда [-Ξ}ι-- fu, значит, ef = eñefr; стало быть, 
6<A<a 


метод, изложенный в начале этого В позволяет получить асимпто- 


тическое разложение функции e/2 (исходя из разложения Тейлора 
функции εἰ в точке {— 0). Таким образом, мы снова приходим к 


асимптотическому разложению функции ef, если ef1 = exp (A422) 
принадлежит € или некоторой шкале 64, о se. 
Пример. Имеем re x exp (пов ехр (= log ) ) ‚ если 2 
стремится K co, то logx 2x, откуда вытекает асимптотическое 
разложение функции log x exp & = log x ) относительно шкалы функ- 
ций 20 (log αὐ’; 
log x exp ( = log в = = log x + —— ее D +— = о er ———— +0 (-- ee -) ; 


Все члены этого разложения, начиная со Sch, ae K 0; 


исходя из этого разложения и из разложения Тейлора eu —1+u+ 


и? 
+5 -+-o (u?) в окрестности точки и=0, получаем 


их ED + 1 Е x)* +: 1 u x)? =e +0 (LEE ) 


5. Асимптотические разложения с переменными 
воэффициентами 


Понятия главной части и асимптотического разложения можно 
обобщить следующим образом. Пусть &— шкала сравнения, 
состоящая из действительных (соответственно комплексных) функ- 
ций, для каждой из которых существует множество из 7%, 
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на котором функция He обращается в нуль ни в одной mouke. 
С другой стороны, пусть @ — множество функций из ὀχ (5. Г), 
удовлетворяющих следующим трем условиям: = 

(СОТ) Для любой функции аЕ® имеем а < 1. 

(COrr) Отношение aX 1 для функции a€ ® влечет а = 0. 

(CO) ὅ есть векторное пространство над телом KR (соот- 
ветственно С). | 

Пусть при этих условиях f есть произвольная функция 
из 96 (5, Г); если существует такая функция Lg Е 6 и такая отлич- 
‘ная от нуля функция a€G, что f—ag<<g, то говорят, что ag 
есть главная часть функции f относительно шкалы сравнения 6 
и области изменения коэффициентов ®. Если такая главная 
часть существует, то она единственна: в самом деле, допустим, 
что существуют две главные части aig, и Aogs, определенные 
вышеуказанным способом; отношение 5, go не может выпол- 
няться, так как из него в силу (СОТ) должны вытекать отношения 
ag xX go и Ê—ag < gir go и, значит, f<go; но тогда будет 
выполняться также и отношение aSo< Lo, а следовательно 
иа. << 1, вопреки предположению о TOM, YTO Ag # 0, и условию (СОтт). 
Таким образом, g,;=—22; тогда из отношений f — agi << σι, 
{ — ang, X g, получаем отношение (а — A4) 21501, из которого следу- 
‚ ета — а, 1; значит, на основании условий (COrr) и (COrrr) 8: = ay. 

Пример. Для действительного x, стремящегося к -+ со, nepuo- 
дические ограниченные на В функции, имеющие одинаковый период т, 


удовлетворяют условиям (СОТ), (СОтт) и (СОит): в самом деле, если 


lim a(x)—0, то для любого € >0 найдется такое хо, что неравен- 
х>- < 


ство 222420 влечет |a(z)| <; отсюда следует, что для О<х<т 
также имеет место неравенство |а(х)|< 8, поскольку существует 
такое целое п, что х+ит> 20 и что а (1) =а(х- пт), а так как € 
произвольно, то а (1) =0 на [0, τ], а значит, и всюду. 


Сохранив обозначения п°2, будем говорить, что сумма à 8λ0λ, 
: <a 


где ἃ, принадлежат © и, за исключением конечного числа из них, 
равны нулю, является асимптотическим разложением функции 1 


с коэффициентами из Ὁ с точностью gy, если f— Da аз), < σα; 
^<а 


№ 


тогда для любого индекса и, для которого a, == 0, выражение 


A,gu есть главная часть функции Î — 2,281 относительно & и G, 
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чем установлена единственность асимптотического разложения 
функции Ё (с точностью gu), если таковое существует 

Указанные в N° 9 методы получения асимптотического разло- 
жения функций f,+f, и [f,f,] исходя из заданных асимптоти- 
ческих разложений функций f, и f, применимы и к разложениям 
с переменными коэффициентами при условии, что выражения [a,b,] 
принадлежат области коэффициентов ®, соответствующей норми- 
рованному пространству V, или допускают асимптотическое раз- 
ложение с коэффициентами из ©. 


$ 3. Асимптотические разложения функций 
действительного переменного 


В этом параграфе мы будем рассматривать только тот случай, 


когда множество E есть открытый интервал замкнутой прямой В, 
а § есть базис следа на Е фильтра окрестностей левого или пра- 
вого конца а интервала Ё; кроме того, мы будем исследовать 
главным образом числовые (конечные) функции, определенные на 
некотором множестве из 8 (зависящем от рассматриваемой функ- 
ции). Применяя в случае надобности одну из замен переменных 


1 1 
ver me mua ie ————, > Можно всегда свести задачу 


к случаю, когда ЕЁ — интервал вида ja, + ool, то есть к случаю, 
когда § состоит из интервалов [£, — cof, где #>> а. Поэтому мы, 
за исключением некоторых OCOOO важных результатов, ограничим- 
ся в основном этим случаем, предоставляя читателю самостоя- 
тельно переформулировать большую часть полученных предложе- 
ний (путем вышеуказанной замены переменных). 


Множества фильтра % мы будем кратко называть «окрестно- 
стями — 00). 


1. Интегрирование отношений сравнения: 
Т. Слабые отношения 


| ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть на интервале [a, + oof заданы линей- 
чатая вектор-функция f и такая линейчатая функция g > 0, 
+0 | 
umo \ g(t)dt>0. Тогда отношение f X g для x, стремящегося 
а 


19. Бурбаки 
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х x 
к - ©, влечет отношение \ f(t) dt K \ g(t)dt. Если интеграл 
а a 
+ 790 | 
\ g(t) dt сходится, mo интеграл \ f(t) dt абсолютно cxo- 
a ` а т 


дится. 


Действительно, по условию, найдется такое b>a и такое 
число с’> 0, что 


f(x) |< 28 (2) для α»ὸ, 
откуда | 


| f(t) dt|| < || f(t) || dt<e’ g(t) di 
b . b : : 


| 
а поскольку 6 можно предположить настолько большим, чтобы 
b 


выполнялось неравенство \ g(t) αἱ > 0, то найдется такое c >0, 


a 


что | f (it) dt |< Чи \ с (t) dt; следовательно, положив с = Max (ς΄, с”), 
a 


для scons x>b получим неравенство 


Ἴ ROLE с g (t) dt, 


откуда и вытекает предложение. 


Следствие 1. Ecau f и в— такие две линейчатые положи- 
тельные функции на интервале [a, + col, что fee, и если 


To 00 | 
| g()dt=+ ου, mo | fWd=+ ©. 


Следствие 2. Если f и g положительны, не равны тожде- 
ственно нулю на [а, + col и таковы, что | Kg, то 


x 


\rwas\ewdt. 
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2. Приложение: логарифмичесвие NPUsnarusı ... 
сходимости интегралов 


При надлежащем выборе функции g можно из предложения 4 
и его следствия 1 вывести признаки, позволяющие судить о том, 
+0 
сходится или бесконечен интеграл \ /(t)dt от функции jf > 0; 
a 
для этого достаточно выбрать в качестве g функцию, примитив- 
ная которой известна. В частности, поскольку Z# имеет прими- 
zu 1 
дующий признак: 


тивную при и == —1 и logx при и = —1, то получаем сле- 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 («логарифмический признак порядка (Op). 
Пусть f > 0— линейчатая функция на интервале [a, + col; если 
i) < < ле для некоторого значения и< —1, то интеграл 


À I(t) dt сходится; если f (2) > > x" для некоторого значения 
а 
РМ 
u> —1, то интеграл \ f (t) dt бесконечен. 
a 1 
Этот признак не позволяет сделать никакого заключения, если 
| 


Ara I (9) ne при любом показателе a> 0, например, для 


функции. f(x) = (и > 0). Однако в этом последнем слу- 


z (log x)" 


yae т / имеет примитивную = (log x)!" re wad 


и loglogx при u— 1. Следовательно, имеет место 


ПрЕдложЕНИЕ 3 («логарифмический признак порядка 1»). 
Пусть f > 0— линейчатая функция на интервале Ja, + cof; если 
f(x ) < er для некоторого μ.5-Ί1, то интеграл 7 (Е) dt 

Og 2 | 


сходится; если f (xz) > ———— Ask некоторого W< <1, mo инте- 
| æ (log x)" 
the | 
грал \ f(t) dt бесконечен. 


a 


19* 
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Вообще, через ἰῃ (2) для любого целого 7120 обозначим функ- 
цию, определенную по индукции (для достаточно больших x) при 
помощи соотношений lo (x) — x, ἰῃ (x) = log (1, (1)) для n > 1; гово- 
pat, что /, (x) есть п-й повторный логарифм om. x (см. Прило- 


(In (5) -# 
для p #1, 


жение). Непосредственно убеждаемся в том, что 
NE м 
aly (x) 12 (x)... ἔπ... (x) (In (@))" 
а In+ı (X) есть примитивная функции 3 


есть примитивная функции 


wl, (2) lo (2) :.. In (4) ln (2) © 
Таким образом, имеет место 


ПрЕдложЕНИЕ 4 («логарифмический признак порядка п»). 
Пусть f > О— линейчатая функция на интервале [a, + col; если 
1 

7 (x) < 


+ оо 


1 
t 2 ss ee ZT ET Po ee eee LÀ 
грал \ f(t) dt сходится; если f(x) > ана 


для некоторого и > 1, то инте- 


a 
+0 
некоторого и<1, то интеграл \ I(t) dt бесконечен. 


a 


Следовательно, каждый логарифмический признак применим 
к функциям, для которых признаки более низкого порядка не 
позволяют сделать определенное заключение (см. Приложение, 
упражнения о и δ). 


Приведем, ввиду его полезности, признак порядка 0 для инте- 
а 


гралов \ /(t)dt, где ]>0 линейчата на некомпактном интервале 


a 


la, a]: | 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ Ὁ («логарифмический признак порядка 0»). Если 
1 
в окрестности точки а отношение f (x) < Guat выполняется 
Co 


a 
для некоторого U<1, то интеграл \r@ dt сходится; если 
a 


Sie ee 
(.— a)" 


I (x) = 


бесконечен. 


для некоторого и>1, то интеграл \ fae 
a 
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Предоставляем читателю самостоятельно сформулировать для 
этого случая логарифмический признак порядка п. 


Применение логарифмических признаков становится непосред- 
ственным, если получена главная часть функции f относительно 
шкалы сравнения, содержащей функции, входящие в эти при- 

-Loo 
знаки: если f,—9Ta главная часть, TO интеграл \ 7 (Е) dt сходится 
а 
-Н оо 
или бесконечен одновременно с интегралом \ 7, (t) dt, к которо- 


Ὁ 
a 


му логарифмические признаки применяются непосредственно. 


Примеры. 1) Функция {2 (1—1) не ограничена на интервале 
10, 1[, если p< O0 или а< 0; согласно логарифмическим признакам 
порядка 0, примененным в окрестности точек 0 и 1, для сходимости 
1 ‹ 
интеграла \ 12 (1—1)9 dt необходимо и достаточно, чтобы р > —1 
о | 
nm q> —1. Интеграл, удовлетворяющий этим условиям, называ- 


ется эйлеровым интегралом первого рода и обозначается через 
В (р-- 1, g+1) (ср. гл. УП). 


co 7 
2) Рассмотрим интеграл \ iX=le-! dt. Так как e=! 1 в окрест- 
0 


ности 0, то для сходимости этого интеграла необходимо, чтобы 
х>0; это условие также и достаточно, ибо в окрестности - со 
имеем et: ππη любого и >0. Если x >0, то интеграл назы- 


вается эйлеровым интегралом второго рода и обозначается через Г (1) 
. (ср. гл. УП). 


3. Интегрирование отношений сравнения: 
ТТ. Сильные отношения 


ПрЕдложЕНнИЕ 6. ΙΙ усть na Ja, + col заданы линейчатая 
вектор-функция f и числовая линейчатая функция g > 0. 
— 00 
1° Если интеграл \ 2 (1) dt сходится, то отношение [Xg 
L “ | 
_ (соответственно N eg, где C— постоянная) влечет отношение 
+00 +00 | +00 Чо | 
\ f (t) dt << \ g(t) dt ( соответственно \ f (t)dt~e \ g (t) dt ). 


» 


x x x x 
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-Р оо 
2° Если интеграл \ с (Г) 4Е бесконечен, то отношение fxg 


а 


(соответственно f —е5) влечет отношение \ f (1) 41 \ g (t) dt 
а В 


( соответственно Еф ас-е | ε() dt) при любых a u В us 
а. В 


[а, + of. 


Достаточно доказать предложение только для отношения # X g, 
поскольку при c == 0 отношение Ё — Cg эквивалентно отношению 
Î— са g. 

Первое утверждение следует непосредственно из теоремы 
о т. так как если || f (x) ||<eg(z) для 20, то 


Г rar |< са εἶ ema для 2> Zo. 


_ Что касается второго утверждения, то предположим, что 
+ со $ | 
8 (1) αἱ = + ©. Если ||1 (5) || <=8 (5) для х> ху > шах (a, В), то 


хо 


ΠΌΤ: Рае ко = 


хо 


\ It @ 14 = \ ΠΟΤΟ 


ROD QC 


wart (| ΠΠ g(t)dt ) . 


— € 


D"? à Sea 


Ho существует такое 7, > хо, что для любого r> 2, 
ΙΙ (ак gwat|<e σῶα. 
откуда для x > ii получаем 
|| (да |< | | It @llae< 2 | su dt, 
что и завершает доказательство, а > 0 произвольно. 


Иначе говоря, обе части сильного отношения fXg, Î— ag, 
когда g положительна на интервале [а, —+ col, можно интегри- 
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ровать, и отношение будет сохраняться между примитивными 
| | ig 


g (t) dt 


сходится, и OT а до 2 (а— произвольная точка из [а, + oof) 
в противном случае. | 


обеих частей, если интегрировать их OT 2 до - 60, когда 


Qt) 


Отметим, что предложения 1 и 6 снова верны, если % есть базис 
фильтра, образованный следом интервалов [t, +oo[ (где t >a) 
на дополнении некоторого счетного множества (см. гл. I, $ 2, Teo- 
рема 2). 


Примеры. 1) Применяя предложение 6 к отношению à << ges 


где @>0, снова приходим к отношению [06 2 << xŸ для любого 
1 


a > 0, эквивалентному отношению у“ << οὐ, доказанному в главе III, 
Sa 01; 


BEINE BR 1 er ex 
2) Имеем (= —=——(1—— ) ~ — ; так как —— стремится 
x x x 2 = 


к со вместе с x, то из предложения 6 вытекает, что 


Замечание. Если не предполагать, что g >0 на интервале 

[α, +oo[ (или g< 0 на таком интервале), и допустить, что \ g(t) dt 

| | а 

не является сходящимся, то из отношения f — g не обязано вы- 
р x у 


‘ x 
текать отношение \ f (¢) dt ~ \ g(t)dt, как показывает пример 
ο { | 


a 


функций 2 (5) =зшх u Γω)--( 1 δ μις =) sin 2; в самом деле, 
| (n+1)x > Ps x f n+2 а | 
\ 31122 t 
ea a RCE in? “ων u 
\ ᾽ NER \ sin tdi > 5 \ 73 
пл « @ n+1 
откуда | 
пл 2 7 n+1 a 
sin? ¢ t 
eee \ He 
π 2 
(ee) x 
dt τ 
и интеграл \ zp бесконечен, тогда как \ g(t) dt = — cos x остается 


τ) 
ограниченным (CM. упражнение 4). 
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4. Дифференцирование отношений сравнения 


Для предложений 1 и 6 не существует обратных: наличие 
между двумя функциями, дифференцируемыми в окрестности + со, 
отношения сравнения Ё < g, fxg, f ~eg не означает обязатель-` 
‚ного наличия того же отношения сравнения между их производ- 
ными, даже если речь идет об отношении сравнения между число- 
выми монотонными функциями } и g. 

Например, функция 22-- х sin х-- с03 x монотонна и эквивалентна 
x?, однако ее производная x (2-+-cOsz) не эквивалентна 22. 

Напротив, отношения сравнения можно дифференцировать, 
если предположить заранее, что производные рассматриваемых 
функций сравнимы ($ 1, n° 3). Вообще, будем говорить, что две 
числовые функции f и ©, определенные на интервале [а, + oof, 
сравнимы порядка Ё в окрестности -+ со, если они имеют в этой 
окрестности линейчатую А-ю производную всюду, кроме счетного 
множества точек, и если в этой окрестности ff) и g*) сохраняют 
постоянный знак (на множестве, на котором они определены) 
и сравнимы. 


Условимся говорить, что две сравнимые числовые функции ($ 1, 
n° 2) сравнимы порядка 0. 


ПрЕдложеЕНИЕ 7. Если две числовые функции } и g сравнимы 
порядка 1, то они сравнимы; при этом отношение Tg (соот- 
ветственно f ~ cg, где с — постоянная) влечет f’ << g’ (соответственно 
Г ~ cg’), кроме того случая, когда © эквивалентна постоянной, 
отличной от нуля. 


Действительно, поскольку на интервале [20, + col функции f’ 
и δ΄ сохраняют постоянный знак, то функции f и © монотонны 
на этом интервале и, значит, стремятся к конечному или бес- 
конечному пределу, когда 2 стремится к --co. Очевидно, что f 
и © сравнимы при 2, стремящемся к “Co, если один из этих 
пределов конечен и не равен 0 или если один равен нулю, а другой 
бесконечен. Если обе функции f и g стремятся к 0, то можно 
написать 
+00 + 
/(α)---- ἱ Га, g@=—\ ε΄(9 45; 
x 


x 
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так как функции f M g’ сравнимы, то в силу предложения 6 
сравнимы и функции f u g с тем же отношением сравнения, что 
и для f иг. Точно так же, если обе функции f и р имеют 
бесконечный предел, то 


(в) = 1 (в) \ (ОЧ, ε(α)-- g(a) + | (ats 


предложение 6 снова показывает, что } и g сравнимы и что отно- 
шение сравнения между ] и g совпадает с тем, которое существует 
между f u г’. Для завершения доказательства предложения 
остается рассмотреть случай, когда g стремится к το, а f— 
к постоянной; тогда отношение f’ > δ΄ не может выполняться, 
ибо в таком случае из предложения 1 вытекало бы, что интеграл 
+0 

/ À / , 
\ g'(t)dt сходится; поскольку же функции f’ u σ΄ предполагаются 
Xo 
сравнимыми, то должно выполняться отношение FE. 


Следствие. Если две числовые функции | и g сравнимы порядка 
к > 1, то они сравнимы порядка р для OX р< Е; при этом отно- 
щение f << g (соответственно f — cg) влечет отношение [{1) X gh) 
(соответственно ff) ~ cg(h)), кроме того случая, когда одна из про- 
изводных 8) (0< p<k—1) эквивалентна постоянной, отличной 
от нуля. 


Действительно, поскольку ff) и 5) сохраняют постоянный 
знак на интервале [20, -+ cool, то f(R-1) и 2-0 монотонны на этом 
интервале и, значит, сохраняют постоянный знак в окрестности 
+ со; кроме того, предложение 7 показывает, что К®-® и gr) 
сравнимы, и стало быть, доказываемое следствие выводится 
из предложения 7 индукцией по k. 


Замечания. 1) Ограничение, наложенное в формулировке 


предложения 7 на функцию g, существенно. Например, ER Le b 


хотя производные обеих частей эквивалентны; точно так же 
1 1 1 2 

ar LE Er το; 
2) Если f u g сравнимы порядка А, то функция ]и, эквивалент- 


ная f, не обязана быть сравнимой порядка А с функцией δ; однако 
она будет обладать этим свойством, если предположить, что fy 
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сравнима порядка À с | и что никакая из производных f(P) 
(О < p<. k—1) не эквивалентна постоянной, отличной от 0. 

3) Если ри г сравнимы порядка А, то функции hf и hg не обя- 
заны быть сравнимыми даже для случая монотонной функции À, 
столь простой, как № (2) =х (упражнение 3); точно так же функции 


1 ; 
uy u à He обязаны быть сравнимыми порядка Ё (упражнение 1). 


«δ. Главная часть примитивной 


Пусть f— линейчатая ‘числовая функция, не равная 0 и сохра- 
'няющая постоянный знак на интервале [a, + cof; предложение, 
которое мы докажем, в некоторых случаях позволяет получить 

TS 
сравнительно простую главную часть примитивной \ I(t)dt, если 


x 


оо х 
\ f(t)dt сходится, и примитивной \ 1 (Е) 4, если интеграл 
а . к 


a 


+00 
\ 1 (Е) dt бесконечен. 


a 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Положим F(x)— \ I(t)dt, если \ f (t) dt 
сходится, u F (x) = \ f(t)dt, если \ 7 (1) dt бесконечен. Допустим, 


“mo log|f| и logx сравнимы порядка 1. Тогда: - 
_1° Если функция f имеет конечный порядок и == —1 относи- 
тельно £, то | 
F (2) ~ re). (1) 
2° Если | имеет бесконечный порядок относительно т и если 
f/f, u x сравнимы порядка 1, mo 
. (x)? 
A ra) 5 
Отметим, что существование для функции f(r) определенного. 
порядка относительно X вытекает из условия этого предложения .: 
48 1, определение 5). 
1° Если f имеет порядок ц 520 относительно x, то log|f|~ 
‚= ulogx и, значит, принимая во внимание, что функции 105 |], 
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и logz сравнимы порядка 1, получаем на основании предложе- 


ния 7, что 4. ~t ‚ откуда zf’~pf. Если и > —1, то 7 (x) SS ди-е 


для любого ie и, следовательно (предложение 2), интеграл 
+ со 
\ f (t) dt на Мы можем написать - 


a 
x 


F(z) = | f (t)dt =af (x) —af (x)— \ 1j (dt 


| а 
или еще 


| (f (t) +f" (t)) dt = af (2) — af (a); 


поскольку Ge νε то f(x)+zxf (x) —(u+1)f(x) и, стало быть 
(предложение 6), справедливо отношение 


(F()+4f ())dt~(w+1) F (a), 


доказывающее для данного случая отношение (1). Если p= 0, 
TO точно так же имеем отношение zf (x) X f(x), которое снова 
дает нам f(x)—+xf (x) — f(x). Аналогичным образом рассуждаем 
| +0 — 
для и<— 1, то есть для случая, когда \ f(t) dt сходится. 
а 
2° Если f имеет порядок <- со р 2, то log|f|>>logz 


и, значит (предложение Т), т > , или, в обозначении g(2)= 2, 
g(x) т; кро того, принимая во внимание, что 1 (x) > 2“ для 
+ оо 
любого а >> 0, заключаем, что \ f(t)dt бесконечен. Можно на- 

а 


писать 


х 


F(z)=\ = \ sd ()dt= 


=g( f (2) — в (a) f(a)— \ Fg" (Wat; 


а поскольку g U 2 сравнимы порядка. À, то из отношения £ (X) 443 
вытекает (предложение 7) отношение ρ΄ (1) «4 1, а следовательно и 
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fg <], и значит (предложение 6), справедливо отношение 
ры у . 


| \ f (t) g’ (t) dt 4 F (x), доказывающее отношение (2). Для того слу- 


а, 


x 


чая, когда ] имеет порядок — со относительно X, то есть \ f(t) dt 


a 
сходится, Доказательство аналогично. 


Пусть & — шкала сравнения (для действительного X, стремяще- 
гося к + 00), состоящая из числовых функций, отличных от нуля 
и имеющих постоянный знак в окрестности -- со, обладающая 
тем свойством, что FEE и что произведение и частное двух функ- 
ций из & снова принадлежат & ($ 2). Если линейчатая функция f 
имеет постоянный знак в окрестности -- со и имеет главную 

—-00 x 
часть Cg относительно &, TO \ 1 (Е) di (или 04) будет 
[07 


x 


+0 
эквивалентен интегралу с \ g(t)di ( соответственно ς 


x 


g(i) at); 


если функция g удовлетворяет условиям предложения 8 и если 
(в случае, когда применима формула (2)) известна главная часть 
функции ©’ относительно &, то будет известна и главная часть 
-Ноо x 
функции \ f(t) dt ( соответственно \r@ dt ) относительно €. 
a 


x 


RCTs 


1 
—— имеет порядок О относительно 2 
| log x | : 

и удовлетворяет условиям предложения 8; следовательно, 


Примеры. 1) Функция 


х 
dt x 
| logé log«' 
a 
2 
2) Функция e* имеет порядок --со относительно 2 и удовлетво- 


ряет условиям предложения 8; следовательно, 


x 


12 ae χὰ 
\e dt: 3° ; 


a 
В Приложении (n° 5) мы определим множество функций, к KOTO- 
рым предложения 7 и 8 всегда применимы. 
Замечание. Предложение 8 к функции f порядка —1 относи- 
тельно x непосредственно не применимо. Однако в этом случае можно 
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fy (x) 


x 
‚Но 
Пусть, к примеру, \ f (1) dt бесконечен; тогда 
0 


‚ где f1 имеет порядок 0 относительно zT. 


написать, что f (x) = 


+ x log x 
r(=\ foal) nwa | rem au. 
a a loga 


Если функция f,(e¥) удовлетворяет условиям предложения 8 и имеет 
порядок, отличный от —1, относительно у (то есть если (X) имеет 
порядок, отличный от —1, относительно log x), то формулы (1) и (2) 
снова позволяют получить глазную часть функции F(x). Пусть, 


р. 

например, (ee), так как exp (У log x) имеет порядок 0 
ah ees „Уз 

относительно xz, то f(x) имеет порядок —1; здесь fi (ed) =- yee 


и эта функция имеет порядок -- со относительно у; к ней предложе- 
ние 8 уже применимо и дает отношение 


1] = 
e Vu Je Vy 
du — V= к 
:. y 
стало быть, возвращаясь к переменной x, получаем 


x et 
\ exp(V log t) Br 2exp (V log x) ; 
i log t V log x 


a 


6. Асимптотическое разложение примитивной 


Пусть & — шкала сравнения в окрестности - со, состоящая 
из числовых функций, не равных 0 и имеющих постоянный знак 
в окрестности - co; пусть f— линейчатая вектор-функция, опре- 
деленная на интервале [а, + col, принимающая значения в полном 
нормированном пространстве Ё и допускающая асимптотическое 
разложение Ё = a ang, + го с точностью δα относительно 6. Кроме 


^=а 
x 


того, предположим, что всякая примитивная \ gt) dt функции 
a 
EEE допускает асимптотическое разложение относительно &. При 


этих условиях мы покажем, что можно получить асимптотическое 
4 


разложение функции F(z) = \ f (t) dt относительно &. Будем 


(04 


9 
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различать два случая: 
-Н со 
4° 


Q —> 


ga (1) dt бесконечен; тогда (предложение 6) 


| => (t) dt & \ ga (t) dt; 


ве —23 


по предположению, можно получить асимптотическое разложение 
x 

функции >, 8} \ ga(t) dt с некоторой точностью g, (8 2, n° 3); 
Е A<a a 

x 


стало быть, если cg, есть главная часть функции \ ба (1) dt, To 


а 
x 


существует асимптотическое разложение функции \ f(t) dt © точ- 
| a 

НОСТЬЮ ша (о, с), BCC члены которого имеют неограниченно воз- 
растающие нормы. Ἢ 

ui 

2° \ 5 (Е) dt сходится; тогда обозначим через В наименьший 

a | k 

из индексов À LG, обладающих тем свойством, что a, 5:0 и что 
+00 3 

ga (t) dt сходится; тогда ‘интеграл 


Q 


C= τ € (2) ‘aye: (1) ) di 


^<В 


сходится, и можно написать, что 


ЖИ -Н оо 00 


F(z)— Ха ἵ ει()αι--ς-- Ὁ) a, | gx at— | п. (да. 
he D a -βελ-α x x 
+0 +00 
Отсюда получаем, что \ Га (t) dt X \ La ({) dt; если Cgo есть 


x x 
--οο ; 
тлавная часть функции \ La (t) dt и если имеется асимптотиче- 


x 


Sar nS ee tae ΄ 
N i а а бое 
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* | | oo 
ское разложение функции > ay \ £3 (t) RS У an \ ga (Г) dt: 
^<В а βΈλ-α x 


с точностью Zor то оно будет асимптотическим разложением функ-- 
ции Е с точностью бшико, о). 

Таким образом, все сводится к нахождению асимптотических:- 
разложений относительно & примитивных для функций из Е. 
Мы показали, как при некоторых ограничениях на € предложе-. 
ние 8 позволяет найти главную часть такой примитивной. Кроме- 
того, доказательство предложения ὃ дает нам выражение для раз-. 
ности обеих частей формулы (1) (соответственно (2)) в`виде при-. 


митивной OT aes TEST (хр (x) +f (x)) —f (=) ( соответственно. 


f (9) Ε΄ (x), THe g= τ ue образуя главную часть этой новой при- 


митивной, равно как и асимптотическое разложение правой части: 
в формуле (1) (соответственно (2)), получим второй член иско- 
мого разложения (см. Приложение). 


х 
dt 
Примеры. 1) Пусть на известно, что \ rg 
a 
ον 
и разность \ Ger ——* есть примитивная функции; 
log z P log р log x р y ο 


(log 2)? ; к этой функции можно снова применить предложение 8; 
τ 
dt x a 
которое дает нам отношение | ———— ~ ———__> Проведя индук-- 
(log 2)? (log x)? 
a ᾿ 
‘цию, получим, таким образом, разложение 


x 


dt 4 a AD 
\ logt go ~ Jog x. a (log x)? RE (log x)? a 
a 


2 ο) x 
RN gant? (ga) 


Отметим, что, каково бы ни было п, все члены этого разложе-- 
ния стремятся к со вместе с x. 


| ox 
2) Пусть f (xz) = —— ; можно написать, что 


22-17 
1-5 tl): 
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ne 8 дает разложения 


Garrett): 


откуда | 
x 
ef ex ex ex ex 
и ее) 
а 


Упражнения. 1) Определить такую возрастающую функ- 
цию g, имеющую непрерывную производную в окрестности -+ 00, 
чтобы функции g и 1/5 были сравнимы порядка 1, но чтобы хи 1/5 
не были сравнимы порядка 1 (взять δ’ (α)--1 всюду, кроме доста- 
точно малых интервалов, имеющих середины в точках х=п (п— це- 
лое, п>0), в которых g’ принимает достаточно большие значения). 

2) Пусть f и в— две положительные функции, стремящиеся 
к —-00 вместе сх и сравнимые порядка 1; показать, что если h— 
`дифференцируемая положительная функция, возрастающая при х, 
стремящемся к +00, то функции hf и hg сравнимы порядка 1. 

3) Построить пример двух функций } и g, положительных, убы- 
вающих, стремящихся K 0 при z, стремящемся к —-CO, сравнимых 
порядка 1 и таких, что функции xf (x) и хе (x) не сравнимы порядка : 
7’ (x) 

see 
f (x) 


( взять f M g эквивалентными и такими, чтобы функции 


ae ee не были сравнимы ). 


4) а) Показать, что 


sin x sin x sin x : 
—— ~ —— | Ί — ‚ но что инте- 
| Ух V x ( ve x ) 
+0 
sin ἐ | sint ἃς sin { 
грал = dt сходится, а интеграл Vi ( 1 FT Tea 
ἶ 


бесконечен. 
—00 +0 
5 sin sin? ¢ 
6) Показать: что оба интеграла \ RR u \ πα dt схо- 
a a 


+00 


r ie + 
дятся, но интеграл 


dt не является пренебрежимым срав- 


με 


x 
Ч со ; | 
sin t a t sin ee 


HEROES 


нительно с \ 


x 
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в) Рассмотрим две непрерывные функции со значениями в 


В?, определенные на [1, -- оо [: TE me) и σ(α) = 


Вене 
sinz sin x 
= a : Pres Показать, что они не обращаются 


в нуль ни ar каких значениях х, что f~ в для x, стремящегося 
—oo oo 
к +00, что интегралы \ f(t) dt и g (t) dt сходятся, но функция 
1 1 
\ f (t)dt не эквивалентна функции \ g (t) dt. 
x x 
°5) Пусть }— выпуклая функция, определенная в окрестности -- со 
и такая, что f(x) 5-х. Говорят, что | регулярно выпукла в окрест- 
ности - со, если для любой выпуклой функции г, определенной 
в окрестности -- со и такой, что ή — g, имеет место также отноше- 
ние fy — 24. 
Пусть для любого числа а > 0 и любого достаточно большого 2 
f (y) — (у— 2) fa (y) 
7 (x) 2 


через k (а, x) обозначена нижняя грань чисел 


когда у> 2 пробегает множество таких значений, что 
fa (y) < (+ а) fg (x); 

пусть также h(a, х)— нижняя грань чисел 
f (2) Е (#— 2) fa (2) 

f (x) + 

когда 2< 2 пробегает множество таких значений, что 
Га (1) > (1—а) fa (x). 

Пусть \(а)= Птзир А (а, x), P(a)= limsuph(a, x). Показать, что 

χ-»-|-οο x—>--00 


для того, чтобы f была регулярно выпуклой в окрестности 
точки - со, необходимо и достаточно, чтобы для любого достаточно 
малого @ > О’выполнялись неравенства 1 (a) < 1 и ф(а) < 1. 
°6) Пусть функция # непрерывна на интервале [20, [| и такова, 
что при любом À 220 функция # (2 ^) —# (5) стремится к 0, когда 2 
стремится к +00. 
_ a) Показать, что #(х--^)—# (2) равномерно стремится к 0 вместе 
с 1/5, когда A принадлежит произвольному компактному интервалу 
К=[а, 6] из [0, !-οο[. (Рассуждать от противного: если существует 
такая последовательность (xp), стремящаяся к +00, и такая после- 
довательность (An) точек из К, что || f(zn An) —# (zp) || >а>0 для 
любого п, то существует такая окрестность Jp точки Àn из К, что 
|| f(t, —^)—# (zp) || > а для любого AE Jn; построить по индукции 
убывающую последовательность таких замкнутых интервалов J, из К 
20 н. Бурбаки 
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и такую подпоследовательность (@n,) последовательности (xp), что 
ae 
|| f (=„, FMI (2n,) || 7 для любого À € 1; для этого заметим, что 
если 6, есть длина интервала J, и а4— такое целое число, что gd; > 
а 
>b—a, то ||# (#04) —1 (x) IS для достаточно больших x.) 
x+1 | 


6) Вывести из a), что \ 1 (1) dt—f (x) стремится к 0, когда x 


x 
стремится к - со, и отсюда получить, что # (x) —0 (x). 

7) Пусть g—cTporo положительная числовая функция, непре- 
рывная на интервале [zo, --οο[ и такая, что g (их) — g(x) для любого 
и >0. Вывести из упражнения 6, что g имеет порядок 0 относи- 
тельно х. à 


$ 4. Применение к рядам C положительными членами 


1. Признаки сходимости рядов с положительными 
членами 


На протяжении всего этого параграфа рядом с положителъ- 
ными членами мы (ради удобства) будем считать ряд (Un) с такими 
действительными членами, что Un >Ü0 начиная с некоторого 
номера п. Все, что будет говориться об этих рядах, сразу же 
переносится путем изменения знака на ряды, все члены которых, 
начиная с некоторого номера и, отрицательны. Мы уже видели 
(гл. II, $ 2, n° 1, пример 3), что всякой последовательности 
(U,)n>1 точек нормированного 'пространства Ё можно поставить 
в соответствие ступенчатую функцию u, определенную на [1, + oof 
при помощи условий U(T)—U, для п<х<п- 1; тогда для схо- 
димости ряда (Un) необходимо и достаточно, чтобы интеграл 
+9 
\ u(t) dt был сходящимся. 

1 | 

Пусть (Un) и (Vpn) — ряды с положительными членами, a u 
и 0— соответствующие им ступенчатые функции; отношение 
Un <и для п> т эквивалентно u(z)<v(x) для т> то. Таким 
образом, каждое из отношений ии, Un<<Un, Un ~ Un COOTBET- 
ственно эквивалентно отношениям и(5) = 0(х), и(х)0(т), 
и (х) — и (2); это замечание позволяет следующим образом перефор- 
мулировать предложения 1 и 6 из $ 3. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть (un) u (Un) — ряды с положительными 
членами. Если Un X Un и ряд (Un) η то сходится и ряд 


ου 
(ἀπ); если Un > и +2 Un = +o, mo = Un = + ©, 
n=1 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть (Un) u (UVn)— ряды с положительными 


членами. Тогда: 
1° Если ряд (vn) сходится, то отношение Un Un (соответ- 


à oo (ee) 
ственно Un -- ὑπ) влечет отношение У Up & >, Up (соответственно 
p=n p=n 
[ο ο) οο 
> Up — > Vp). 
p=n p=n 
O0 
2° Если Be Un= + ©, mo отношение Un Un (соответственно 
n=1 
n n n 
Un — Un) влечет отношение > Ир << 2 бр (соответственно ip 
p=1 p=1 


-Σ PS); 

Для получения удобных признаков сходимости можно в каче- 
стве ряда сравнения („) в предложении 1 взять ряд, члены 
которого имеют вид Un =](п), где функция {> 0 определена для 
любого действительного числа 255320 и убывает на интервал 


[20, + col; действительно, имеет место 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3 («критерий Коши — Маклорена»). Если функ- 
ция f>0 убывает на [т, + 0[, то для того, чтобы ряд 
с общим членом Un—=f(n) сходился, необходимо и достаточно, 

-Ноо 
чтобы сходилея интеграл \ f(t) dt. 


хо 


Для доказательства достаточно заметить, что если р есть 
ступенчатая функция, соответствующая ряду (Un), то υ(ς-- 1) < 
<f(z)<v(z) для любого 220, поскольку ] убывает; таким 
образом, предложение вытекает из принципа сравнения (гл. II, 
$ 2, предложение 3). | 

Учитывая, что функции, входящие в логарифмические призна- 
ки сходимости интегралов ($ 3, предложения 2, 3 и 4), убывают 

207 
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на интервале [20, + οο[, и применяя предложения 1 и 3, ποπγ- 
чим следующие признаки: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4 («логарифмический признак порядка 0»). I усть 
(Un) — ряд с положительными членами; если Un <n для неко- 
торого и <—1, то ряд (Un) сходится; если Un пи для неко- 
торого и > —1, то ряд (Un) имеет бесконечную сумму. 


ПрЕДлОЖЕНИЕ 9 («логарифмический признак порядка р»). 

Пусть (un) — ряд с положительными членами. Если Un < 
1 

X ——— Оля некоторого и >1, mo ряд (u,) 

nl (п) Ip (п)... 1—1 (7) =) τ 


1 
сходится; если Un = ————___—_—_——_ для некоторого W< 
Е = 


<1, то ряд (Un) имеет бесконечную сумму. 


Если О<9<1, то отношение g"<n-" справедливо при 
любом ц > 0; применение логарифмического признака порядка 0 


ca 
снова доказывает сходимость геометрической прогрессии 5 4" 
n=0 


при |9|<1 (Общая топология, гл. IV, § 7, n°1). Применяя 
предложение 1, в котором Vz=g", получим признак, который 
может быть высказан в следующей форме («признак Коши»). 
Пусть (Un) — ряд с положительными членами; если для него 
lim sup (u„)!/" < 1, mo ряд (un) сходится; если lim sup (u,)!/" > 


noo n—>00 
> 1, то ряд (u,) имеет бесконечную сумму. 


В самом деле, если lim sup (u)!/"=a<1, то для любого q, 
n—>09 


a<g<-1, имеет место отношение un < 4". Если же, напротив, 
lim sup (u,)!/"“=a>1, то для любого 4, 1<49< а, имеем и, > 


n—oo 


>q">1 для бесконечного множества значений п; а поскольку 


O9 
Un не стремится к 0, το Уи, = + co. 

n=1 

Этот признак существенным образом используется в теории 

степенных рядов, которые мы будем изучать позже; однако он 
уже не дает возможности судить о сходимости рядов (1/n*), 
то есть область его применения является более узкой, чем область 
применения логарифмических признаков. 
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2. Асимптотическое разложение 
частичных сумм ряда 


Пусть для действительного x, стремящегося к +0, & есть 
шкала сравнения, состоящая из функций, каждая из которых 
определена на всем интервале [20, + co| (зависящем от функции) 
и положительна на этом интервале. Пусть, далее, (Uz) есть 
ряд, члены которого принадлежат полному нормированному 
пространству E и в котором U, допускает асимптотическое раз- 
ложение с точностью gu относительно шкалы ξ΄ сужений Ha N 


функций из &: | 
αμ = Σ)8λθλ (п) + Χα (п). 


λ-α 


n 
Предположим, что всякая частичная сумма D g(m), где σΕἕ, 
m=1 


допускает асимптотическое разложение относительно 6’. Тогда 


можно получить асимптотическое разложение частичной суммы 


n 
85 => > Un относительно ξ΄; будем различать два слузая: 


m=i 
O0 
1° >) ga (п) = + co. Тогда (предложение 2) имеет место OTHO- 
n=1 
п τι 
шение У Τα (т) << У Κα (т); по предположению, можно получить 
mi т=1 


το 
асимптоти ческое разложение функции За, (У g (т)) 8 2, n 3) 
A<a m=1 


с некоторой точностью gp; если се. (п) есть главная часть функ- 


nr 
ции У go(m), то получим асимптотическое разложение частич- 
m=1 
HOM суммы Sn C ТОЧНОСТЬЮ Яша (р, д). 


co 
2° Ряд У ga (п) сходится; тогда обозначим через В наимень- 
n==1 
ший из индексов A<a, обладающих тем свойством, что a, ΞΕ 0 


и что ряд У Е» (п) сходится; тогда ряд 
n=1 


со 


С = > (Un — > ал» (п)) 
A<B 


ni 
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абсолютно сходится и 


= Уз (Yam)+C- У al > в) 2 tm) 
A<B m=1 В<^<а m=n+ m=n-+1 


Ου 
Кроме того, имеем отношение ЗУ τα (m) Σ ба (т); если 
| m=n-+1 m=n+1 


O0 
Οὔα (п) есть главная часть функция >) 8a(m) и если сущест- 
m=n-+-1 


вует асимптотическое разложение выражения 2 a ( Σ ga (m)) + 
т=1 


+C— > a ( Σ, 8 (m)) с точностью gp, то таким путем полу- 
В<^<а ment 
чим асимптотическое разложение частичной суммы Sn C точ- 
НОСТЬЮ gmin (о, σ)- 
Таким образом, все сводится к частному случаю рядов (ο (п)), 
где g€é. Мы покажем, как при некоторых условиях можно 


п 
прежде всего получить главную часть суммы Sn = У g (т) (если 
т=1 


со co oo 
>) g(r) = + со) или суммы г, = ЗУ g(m) (если У g(n)< + οο) я 
n=1 m=n-+1 | n=1 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть числовая функция g положительна 
и монотонна на интервале [xo, + col (где х,<1) и обладает 
тем свойством, что 105 # u x сравнимы порядка 1. Тогда: 
1° Если g — функция бесконечного порядка относительно e*, то 


=> g(m)~ g(n), если De (п) = + ο; (1) 
= у 2 (т) —g(n-+1), если УЕ (п) <+ ου. (2) 
m=n+1 n=1 


2° Если в — функция конечного порядка и относительно e*, то 
τι 


= Sim | etat ie SE (3) 


m= n=1 

со 

ΓΞ > Ey 
m=n+1 x 


g(t) dt, ecau у д (п) < + οο (4) 


n=1 
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(при u=(0 число Br в формулах (3) и (4) должно быть 
ua > 


% 


заменено Ha 1). 
и as g имеет порядок -+ со относительно е”, TO log x > 2, 


следова- 


тельно, g возрастает и стремится к - со вместе с х, откуда 


со | 
> с (п) = + oo. Если и есть ступенчатая функция, соответствую- 
n=1 


maa ряду (g(n)) (n° 1); то и (5х) < #(1) начиная с некоторого 3HA- 


чения TZ, а значит, не отношение и X и, стало быть, 
τὶ 


Sn-1= | u (+) dt < | g(t) dt & | в’ (0) at ~ в (п) 
1 


а поскольку Sn = Sn-1 + 5 (Τι), то справедливо отношение s, ~ 2 (п). 
В случае, когда g имеет порядок — со относительно e*, доказа- 
тельство аналогично; итак, получена формула (2). 

2° Если с имеет порядок U относительно Θ΄, то можно напи- 
сать, что g(x) =eH*h(x), где À имеет порядок 0 относительно 6; 
кроме того, по условию отношение log x — их для u 520 (log x << 
<x для и =0) влечет отношение й’-<й. Предположим сначала, 


co 
что имеет место равенство У &(п)= -- © (которое неявно 


предполагает > 0 и, обратно, всегда справедливо при и > 0, 


поскольку в этом случае g(x) стремится к -+-co вместе с 2); 
τι 


оценим главную часть функции \ 2 (1) dt. Можно написать 


n—1 
\ g (t)dt — \ eut h (t) dt = 
n—1 n—1 
—h(n) \ ем dt + ν΄ ен (h(t) —h(n)) dt = 
n—1 n—1 


= 1 y (n)+ ем — в) at. 
n—1 

Ho отношение h’ 2h означает, что для любого ¢e>O0 най- 

’ (=) о |< 


дется такое No, что неравенство 2 > No влечет 8; отсюда 


re 
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для n—1<t<n, в силу теоремы о конечных приращениях, 
A(t) 
й (п) 
h(t) —h(n) | < (е*—1) h(n) 


вытекает, что —e< log о <€, если п> пу, откуда 


и, стало быть, 


| \ ent (h(t) —h(n)) dt | <(e®—1) евр (п) = (ee—1)g (п), 
n—1 
так Kak е возрастает. Поскольку e®—1 произвольно мало 
вместе с &, то очевидно, что | 
8 (1) dt = g (п) + 0 (g (п)) 
n—1 


—H 


(при и = 0 число заменяется на 1) . После этого пред- 


ложение получается в качестве следствия из предложения 2, 


со 
Для случая У 8 (п) рассуждаем точно так же. 
n=1 


Асимптотическое разложение суммы Sn = Σ g (т) часто можно 
т=1 
получить путем повторного применения предложения 6. Допус- 


тим сначала, что g имеет порядок -- со относительно e”; тогда 
для любого фиксированного значения р на основании предложе- 
ния 6 можно написать, что 


Sn —=g(n)+g(n—1)+ ... +g(n—p)+o(g(n—p)), 
и для получения асимптотического разложения суммы Sn доста- 
точно разложить (относительно &’) каждую из функций в (п— №). 
(0 <k< р), ограничив точность этих разложений главной частью 

функции в (п— р). 
Пример. Пусть с (5) ==* =ехр (х 105 2); эта функция имеет 
порядок -+-00 относительно e*. Взяв р=2, получим 
(n — 1) log (п— 1) = (n—1) log n—1+ о (+) : 


откуда ($ 2, n° 4) 


(nr = ny па 04 (и) 


(man nah; 
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следовательно, 
spn? Ent (42) воз (ит). 
τ е 2е e2 


Точно так же поступаем (для г») и в случае, когда g имеет 
порядок — со относительно е^. | 
Если теперь g имеет конечный порядок [4 относительно e* 


и если, к примеру, У (τι) -- --οο, TO 
n==1 


ER - 
en Watt htm) 


где 


Нить | g(t) 41-Е) 


n—1 


в силу предложения 6. Если имеем главную часть cg,(n) функ- 
ции ], (п) относительно &’и если к функции 2, можно снова 
применить предложение 6, то получим примитивную, эквива- 


n со 
лентную сумме У Tı (т), если УЕ! (п) = + ©, и эквивалентную 


m=1 n=1 


со 
сумме У fı (т) в противном случае (в последнем случае запи- 
m=n-+1 


сываем, что Σ fa (т) =C— Σ fı (m), где C= Shi (п). 
À n=1 


m=1 m=n— 

Так последовательно можно получить выражение суммы 5» 
в виде суммы некоторого числа примитивных, каждая из KOTO- 
рых является функцией, пренебрежимой сравнительно с преды- 
дущей, с остаточным членом, являющимся функцией, пренебре- 
жимой сравнительно с последней написанной примитивной 
и, возможно, сравнительно с константой (случай, когда остаточ- 
ный член стремится к 0). Далее остается разложить каждую из 
примитивных относительно & (см. $ 3). 


1 
Пример. Пусть gin) TS тогда 


аа 
t 
a= Lin ~ | logan 
1 


m 


314 ЛОКАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ ГЛ. У, § 4 


1 


1 
a logn—loein—1)- 7: 


откуда 
1 1 
Sn—=logn+y+57+0 =) 


Константа у, которая появляется в этой формуле, играет важную 
роль в анализе (см. гл. VI x УП); она известна под названием 
постоянной Эйлера и равна 


y =0,577215664... 


с точностью т 0 недостатком. 


В главе VI мы покажем, каким образом в наиболее важных 
случаях формула суммирования Эйлера — Маклорена дает асимп- 
тотическое разложение произвольного порядка для суммы Sn 
(или rh). | 


3. Асимптотическое разложение частичных 
произведений бесконечного произведения 


Известно (Общая топология, гл. V, $ 4, n°3), что для того, 
чтобы бесконечное произведение с общим сомножителем À - ил 
(и, > —1) было сходящимся (соответственно коммутативно схо- 
дящимся), необходимо и достаточно, чтобы ряд с общим членом 
102 (1-- и„) сходился (соответственно коммутативно сходился), 
и что тогда выполняется равенство 


log Pd + Un) = S log (1-+ un). 


n=1 ns! 

Известно, что если бесконечное произведение сходится, TO Un 
стремится к 0; следовательно, log (1 +u,) и»; но в To же время 
известно, что для коммутативной сходимости ряда действитель- 
ных чисел необходимо и достаточно, чтобы он абсолютно сходился 
(Общая топология, гл. IV, § 7, предложение 5); таким образом, 
исходя из предложения 1, снова находим, что для того чтобы 
произведение с общим сомножителем 1-++-u, было коммутативно 
сходящимся, необходимо и достаточно, чтобы ряд с общим чле- 
ном Un был абсолютно сходящимся (Общая топология, гл. IV, 
$ 7, теорема 4). 
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Аналогичное рассуждение применимо и к бесконечному произве- 
дению с общим комплексным сомножителем 1-++-u, [(ии-=— 1). 
В самом деле, для того чтобы такое произведение коммутативно 
сходилось, необходимо и достаточно (Общая топология, гл. VIII, 
$ 3, предложение 2), чтобы коммутативно сходилось бесконечное 
произведение с общим сомножителем | 1+-u, | и, кроме того, чтобы 
ряд из θῃ, где 0, — амплитуда выражения 1-- U, (заключенная между 
— и N), коммутативно сходился. Так как в этом случае и’ стре- 
мится к 0, то log (1-- u,) определен начиная с некоторого номера п 
(ra, НЕ 8 ΠΡ. 


log (1-Е un) = log | 1+ux |+ 103; 

значит, для того чтобы произведение с общим сомножителем 1- и» 
было коммутативно сходящимся, необходимо и достаточно, чтобы 
ряд с общим членом |105 (1-- и„)| был абсолютно сходящимся 
(Общая топология, гл. VII, $3, теорема 1); но 105 (1- ил) — Un 
(гл. 1, ἃ 2, n° 3, предложение 5), и стало быть, мы снова пришли 
к тому заключению, что ряд с общим членом Un должен абсолютно 
сходиться (Общая топология, гл. VIII, § 3, n° 2, теорема 1). 


Связь, существующая между бесконечными произведениями 
и рядами действительных чисел, часто позволяет получить асимп- 


n 
тотическое разложение частичного произведения р. =|] (1-Н и»); 
k=1 


для этого достаточно иметь асимптотическое разложение частичной 
п 


суммы Sn = У 102 (1-Р ил), а затем разложить р» =ехр (Sn); таким 
k=1 


образом, все сводится к двум уже изученным задачам (n° 2 
и ὃ 2; n° 4). | | 


Пример: формула Стирлинга. Найдем асимптотическое разло- 


жение функции n!; задача сводится к разложению суммы 
ys 


$, = 2) log р, а затем —функции exp (s„). Метод, сформулированный 
pat | 
в n° 2, дает последовательно 


n n 
=), log p — \ logtdt=nlogn—n-+1, 
p=1 1 
затем 

1ι N 
log n— \ log # dt=log n—(n log n—(n—1) log (n—1)—1) ~ >, 


n—1 
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откуда : 
s,=nlogn—n-+F log n+ o (logn). 
Далее, имеем 
n 
4 1 
log n — \ log t dd (logn—log(n—1)) ~ RE PT RD 
n—1 


откуда 
1 1 1 
Sn =n log n—n-+75 log n+k+ 75, +9 = (Е — постоянная), 


и окончательно получаем ($ 2, n° 4) 


nde Fen el): 6 


В главе VII мы докажем, что ей =У 2x. Формула (5) (с этим значе- 
нием А) называется формулой Стирлинга. Точно таким же путем 
можно доказать, что для любого действительного а, отличного от 
целого строго положительного числа, справедлива формула 


nbats 
(a+1)(a+2)... (a+n)—Kla)n en. (6) 
Функцию К (a) мы тоже определим в главе VII. Из формул (5) и (6), 
в частности, вытекает формула 


Ch) ~ (99 @ ие | (7) 


для любого действительного а, отличного от целого строго положи- 
тельного числа, и для функции (a), которая будет уточнена 
в главе УП. 


4. Приложение: признаки сходимости второго рода 
для рядов с положительными членами 


Довольно часто встречаются ряды (Un), в которых, начиная 
с некоторого номера, Un > 0, а Un+/Un имеет легко находимое 
асимптотическое разложение. Для таких рядов удобно иметь при- 
знаки (называемые признаками второго рода), позволяющие опре- 
делять сходимость ряда по виду выражения Un+1/Un. Вот один из 
таких признаков: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7 («признак Раабе»). Пусть (un) — pad, члены 
которого, начиная с некоторого номера, строго положительны. 
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Un+1 a 

Если, начиная с некоторого номера, неравенство ——-< ee 
n 

выполняется для некоторого a>>1, то ряд (un) сходится; если, 


. u 
начиная с некоторого номера, выполняется неравенство = > 
n 


4 
>1 ——-, mo ряд (Un) имеет бесконечную сумму. 
> u a 
Действительно, если carne St ——- при некотором а > 1 для 


любого п > т, TO Un < <» -П (1%). Но log (1-4 )= 


a 


ee = +0 (=): откуда log pn = —alogn+k+0(-, ) 


4 
(Е — постоянная) и Pn — e* —; а поскольку а >1, то логарифми- 
п : 


ческий признак порядка 0 показывает, что ряд сходится. 


Un+1 1 
Если, напротив, начиная с некоторого номера, —“*! > 1— —, 
1 
то та же самая выкладка показывает, что Un > ——, откуда 


и следует предложение. 
Точно таким же способом, используя логарифмические при- 
знаки порядка >> 0, докажем следующий признак второго рода: 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть (un)— ряд, члены которого, начиная 
с некоторого номера, положительны. Если, начиная с некото- 
рого номера, для какого-нибудь а>1 


Ἠνας, БЕ АНИ В a Е ВАН 
ие свиты) $) 


u чае a 
nly (п) 15 (п)... In(n) ? 


то ряд (Un) сходится; если же, начиная с некоторого номера, 


i κ PS τ re dene 
“Dd. RnB). пи (п) 15 (п)... lp (nm) ’ 


то ряд (Un) имеет бесконечную сумму. 


Пример. Рассмотрим гипергеометрический ряд с общим членом 


pe SSD lot Ев 
ER 1.2... ny(y+1) ... (y+n—1) ’ 
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где а, В, у—любые действительные числа, отличные от целых 
неположительных чисел; ясно, что либо, начиная с некоторого 
номера, Un >0, либо, начиная с некоторого номера, и, < 0. Имеем 


Uniti  (@- п) (Вт) Ἢ a+B , aß EN TE 
rem HH) ee 


+ B—v1 = 1 2 1 1 
ЕВ a 3 ss ea ip ae Fr + (=) 2 


Следовательно, признак Раабе показывает, что ряд сходится 
для а--В< у и имеет бесконечную сумму для a+-ß>y; если 
a--ß=Y, то, как показывает предложение 8, ряд имеет бесконечную 
сумму. | | 

Замечания. 1) В качестве частного случая признака Раабе 


eo 9 u 
укажем признак, заключающийся в TOM, что если lim sup —ı+1 <1, 
| cate. : n—>00 Un 


то ряд (Un) сходится; если же, напротив, lim inf HS 1, то ряд 
n— 00 Un 
имеет бесконечную сумму (признак Даламбера). 

2) Признаки второго рода могут применяться только к таким 
рядам, общий член которых при п, стемящемся к -+ со, меняется 
очень правильно; иными словами, область применения этих признаков 
значительно уже, чем логарифмических признаков, и было бы 
ошибочно пытаться использовать их помимо специальных случаев, 
к которым они применимы. Например, для ряда (up), определенного 
Uom+1 _ ( 2\™ Ugm+2 _ 


a Coma (4 PR ES di 
так, что Uom = 2%, Uom+1i—=937", имеем = 3 ERS 


1:3. NW 
ae LS ; при неограниченном возрастании m первое из этих 


отношений стремится к 0, а BTOpoe—K - оо, и значит, никакой 
признак второго рода не может быть применен, хотя очевидно, что 
ряд сходится, ибо un = 2-7/2, 

Даже когда отношение Un+4/Un имеет простой вид, непосред- 
ственная оценка главной части общего члена Un часто приводит 
к цели так же быстро, как и при помощи признаков второго рода. 
Например, для гипергеометрического ряда формула Стирлинга сразу 


показывает, что Un — ап РВЬ-\—1, где а— постоянная, отличная OT 0, 
и значит, применим логарифмический признак порядка 0. 
Упражнения. 1) Если ряд с общим членом и, 20 схо- 


дится, то сходится и ряд с общим членом У или . Обратное, 
вообще говоря, неверно; но для убывающей последовательности (Un) 
это утверждение справедливо. 

2) Пусть (Ρῃ)-- возрастающая последовательность положитель- 
ных чисел, стремящаяся к +00. 


of 
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а) Показать, что если стремится к 1, когда п неогранви- 


ni 
ченно возрастает, то 
n 
Pk—Pk-1 
ЕН 
Pr g Pn» 
k=1 


у bee = i DR для о>—1 
k=1 
(использовать предложение 2). 
Pr 


6) He накладывая никаких ограничений на отношение Der? 


Pn —Pn—1 


n 


показать, что ряд с общим членом всегда имеет беско- 


вечную сумму ( различать два случая в зависимости от TOTO, стре 


MATCH к 1 или нот ) ; 


n—1 
Pn—Pn-1 


в) Показать, что при oe >0 ряд с общим членом р 
PnPn—1 


сходится ( сравишть с рядом, общий член которого имеет вид 
1 1 x 


Ph-1 Pr 

3) Показать, что для любого сходящегося ряда (Up), члены 
которого строго положительны, существует такой ряд (vn) с Un > 0, 
сумма которого бесконечна и который обладает тем свойством, что 
lim inf 7 — 0. 
n->0o Un 

4) Пусть (u,)— убывающая последовательность строго положи- 
тельных чисел; если существует такое целое А > 2, что, начиная 
с некоторого номера, неравенство Киз» > Un справедливо при любом 
п, то ряд с общим членом Un имеет бесконечную сумму. 

5) Пусть члены ряда (ἀπ), начиная с некоторого Bee строго 


и 
положительны. Показать, что если lim зар --- er TO ряд 
N—0o 
u 
(un) сходится, и что если lim inf ( anit)" > oe то ряд имеет бес- 
n—>00 


конечную сумму. 


6) Пусть (и„)— ряд, составленный из действительных чисел 


Un == 0, lim и, =0. Показать, что если существует такое действи- 
п, — со 


тельное число г, 0% г< 1, что, начиная с некоторого п, выпол- 


Un+1 
sa ST, TO ряд (Un) сходится. 
n 


няются неравенства —1 < 
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7) Пусть (и„)—сходящийся ряд со строго положительными 
членами. 
а) Показать, что 
LA u eee u 
lim 142222... run -ϱ 
n—00 n 
6) Показать, что 
(ee) 


Uy+2uo+ ...+nun __ ws 
27 зи = 2 <a 


n=1 


RO eg 
записать n(n+1) n nt . 


в) Вывести из a) и 6), что 
lim n (ujug ... un) п —=0 


n—>00 
и 
oo 
Σ ам ау 9 = Ὃν 
ee RS EE и 
п-- 1 > в 
n=i n=1 


(применить неравенство (8) из гл. III, $ 1). 
° 8) а) Пусть (Ζῃ) — последовательность комплексных чисел. Пока- 


зать, что если ряды с общими членами 2p, 22, ..., art, | zn |9 схо- 


nn? 
дятся, то бесконечное произведение с общим членом 1 + z, сходится. 

6) Если 2, действительно и ряд с общим членом ἔῃ сходится, 
то бесконечное произведение с общим членом 1--2„ сходится в том 


случае, когда сходится ряд с общим членом 22, и 


со O9 
Р (1+z})=0, если У =. 
=} n=1 

в) Для любого целого р положим 


р—1 
2π 
ky=[log log р], В kj, op 
j=1 


Определим  последовательность (2„) комплексных чисел: для 
mio 
РР 

. Показать, что для 
log р 


любого целого а>0 ряд с общим членом 4 сходится, a произведе- 


h=h,+m, 0<m< kp—1, положим 2, = 


ние с общим членом 1-2) не сходится. 


9) а) Доказать при помощи формулы Стирлинга, что максимум 


n 
R 


функции fn (x) =e—2*—e-* 3, (—1)* IT на интервале [0, +oo[ стре- 
k=0 | 


= 
MUTCA к O вместе с Pe, 


4 
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6) Путем индукции по целым р вывести отсюда, что для любого 
= >0 найдется такой многочлен g(x), что |е ?х—е Хр (1)| LE для 


рх 
любого x > 0 ( заменить ва) 2 на “9 и воспользоваться предполо- 


x 
-(p-1)5 
женисм индукции, примененным ке 5 


10) Для любого a >0 доказать формулу 


an 


gan ат... gan m —— 


-----ᾱ; 
когда п стремится к +00. 
211) Для любого a >0 доказать формулу 
Qa Qa Qa 


ae ae — 4 
(1) "+20 "+... Ha) "~ Soon 


a ap 


когда п стремится к со ЕЕ каждый член (р!) "сп ПУ. 


ПРИЛОЖЕНИЕ 
ТЕЛО ХАРДИ. ФУНКЦИИ (Н) 


1. Тело Харди 


Пусть 5 — базис фильтра над телом В, состоящий из интер- 
валов вида [хо, + со [. Напомним, что во множестве 2 ($, В) число- 
вых функций, определенных на интервалах, принадлежащих $, 
нами введено отношение эквивалентности В»: «существует такое 
множество ME, что f(x)—g(x) на М» ($ 1, n°1), а также напо- 
мним, что фактор-множество © (%, В)/А» наделено структурой 
кольца, имеющего единичный элемент. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Ecau задано подмножество À множества 
J (δ, В), то говорят, что множество K/Rx (канонический образ 
подмножества À в SL (5, R)/Ro) есть тело Харди, если Я удо- 
влетворяет следующим условиям: 

1° ®/ВА.» есть подтело кольца FH ($, R)/Ro. 

2° Всякая функция из K непрерывна и дифференцируема 
на интервале a, +oo[ (зависящем от функции), и класс ee 
производной относительно В» принадлежит K/Ro. 


Соглашение о том, что S/R есть тело, равносильно следую- 
щему: если {ЕЯ и gER, το f+g и fg являются функциями 
из § на некотором множестве из 75; кроме того, если f не равна 
тождественно нулю на некотором множестве из &, το 5 $ най- 
дется такое множество M, на котором f не обращается в нуль, 


1 .» д oO 
и 7 равна на М некоторой функции из À; согласно условию 2 


множество М всегда можно предположить таким, чтобы f была 
непрерывна на М и, значит, сохраняла постоянный знак на этом 


интервале. 
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Если & таково, что ®/В» есть тело Харди, TO мы для про- 
стоты будем говорить, что само множество À есть тело 


Харди. 
Примеры. 1) Всякое тело Харди содержит тело рациональ- 


ных постоянных (наименьшее тело с характеристикой 0; см. Ал- 
гебра, гл. У, § 1), которое можно отождествить с телом ©; a по- 
скольку две постоянные конгруэнтны по модулю А» только 
в том случае, если они равны, то О/В» совпадает с О. Действи- 
тельные постоянные тоже образуют тело Харди, которое можно 
отождествить с В. 

2) Наиболее важный пример тела Харди представляет мно- 
жество рациональных функций с действительными коэффициен- 


тами, которое мы обозначим через В (x); если f(y = ΞΕ есть 


рациональная функция с действительными коэффициентами, не 
равная тождественно нулю, то она непрерывна, дифференцируема 
и отлична от нуля на интервале [а, + со[, где а строго больше 
максимального из действительных корней многочленов p(x) ug (x); 
следовательно, всякий элемент множества В (2)/В», отличный 
от 0, обратим. Отметим еще, что две рациональные функции 
могут быть конгруэнтны по модулю Ro, только когда они равны 


и, значит, снова В (5)/В » может быть отождествлено с В (x). 


2. Расширение тела Харди 


Пусть имеется тело Харди ®. Мы покажем, как можно обра- 
зовать новые тела Харди K’ DR, обладающие тем свойством, 
что ®’/А» получается путем присоединения к ®/В» (относительно 
алгебраического смысла термина см. Алгебра, гл. У, § 2) новых 
элементов, вид которых мы уточним. 


Лемма 1. Пусть a(x) и b(z)— непрерывные числовые функ- 
ции, не меняющие знак на интервале [20, + со[. Если на этом 
интервале функция у(т) непрерывна, дифференцируема и удов- 
летворяет равенству 
y=ay-+b, (1) 


то существует интервал |xı, + col, на котором у не меняет 
знак. 


21* 
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x 
Действительно, положим 2 (x)= y (x) exp ( — \ a(t) dt ) (см. гл. 
го x 
ТУ, $2, п°4); на основании (1) имеем Ζ΄ (x) = b (x) exp ( — \а (t) dt ) τ 
| хо 
Если b(x)>0 для 22430, TO 2 возрастает на этом интервале, 
и значит, либо 2 <0 на всем интервале [20, № o[, либо z—0 
на некотором интервале [2ι, —+o!, либо 2-0 на некотором 
интервале [2ι, -- col; а поскольку у имеет тот же знак, что 
и 2, то для данного случая предложение доказано. Для случая 
же b(x) < 0, при х> 20 рассуждение аналогично. 
Замечание. Это столь элементарное свойство не распростра- 
няется на линейные дифференциальные уравнения порядка, боль- 


шего 44 например, функция у = Sin 2 удовлетворяет равенству у"-Ну =0 
и однако меняет знак в любой окрестности -- 00. 


JlemmA 2. Пусть a(x) и b(x)— 06e функции, принадлежащие 
одному и тому же телу Харди K, а y(z)— функция, удовле- 
творяющая равенству (1) на интервале [xo, + col, на котором 
а и 6 непрерывны. Если p(u) — многочлен от u, коэффициенты 
воторого являются функциями om x, принадлежащими À, onpe- 
деленными и дифференцируемыми на [to, + col, то существует 
интервал [2ιν + col, на котором функция p(y) не меняет знак. 


В том случае, когда коэффициенты многочлена р(и) тожде- 
ственно равны нулю Ha [20, +.co[ или когда р(и) имеет OTHOCH- 
тельно и степень 0, предложение тривиально, ибо функции из ® 
сохраняют знак на некотором интервале [2ι, + co[. Допустим, 
что р(и) имеет степень п > 0; тогда коэффициент с при старшем 
члене многочлена р(и) отличен от нуля на некотором интервале 
[a, + со[; значит, можно написать, что p(u)—c(u"+ceu" 1+ 
|... <), где с, ει, Co, +, Cn —функции, принадлежащие À 
и дифференцируемые Ha [α, + со [; стало быть, достаточно дока- 
зать лемму для с=1. Будем проводить индукцию по A; имеем 


-ᾱ (p(y) = (ay +b) (ny? + (n—1) у"... Не) 
toy” t+... te, =nap(y) +4 (y), 


где q(y) есть многочлен степени, меньшей или равной п—1, 
с коэффициентами из À. По условию функции na(z) и g(y(x)) 
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не меняют знак на некотором интервале [β, + co[, и значит, 
лемма вытекает в качестве следствия из леммы 1. 


ТЕОРЕМА 1. Пусть a(x) и b(x)— 06e функции, принадлежа- 
щие одному и тому же телу Харди À, а y(x)— функция, удо- 
влетворяющая на интервале [20, со [ равенству (1). Если 


_ plu) 0 vobeti 
herr пробегает множество рациональных дробей om и 
с коэффициентами из Я, удовлетворяющими тому условию, что 


q(y) не равна тождественно нулю в окрестности - осо, то 
множество ® (у) функций т (y) образует тело Харди. 


Действительно, согласно лемме 2 существует интервал [x,, + oof, 
на котором г (у) определена, непрерывна и не меняет знак, откуда 
сразу же вытекает, что ® (у)/В» есть тело; с другой стороны, 
поскольку 


а / , Г 

ae (Г (у)) =г (уу =r (y)(ay+ 5) 
(где 'αἳ (y) =P wa ee) ‚ по условию, определена в OKpe-. 
CTHOCTH +) ‚ TO производная любой функции из À (y) принад- 
лежит À (у), что показывает, что ® (у) удовлетворяет условиям 


определения 1. 


Ясно, что Я (у)/В» получается в результате алгебраического 
присоединения к Я/Въ класса функций у, эквивалентных по модулю 
Во. Говорят также, что À (у) получается присоединением у к Я. 


Следствие 1. Если’ y есть функция из À, не равная тожде- 
ственно нулю в окрестности + со, то K (log | у |) есть тело Харди. 


В самом деле, функция (log | = равна некоторой функ- 
ции из À на интервале [to - со [. 


Следствие 2. Если у есть произвольная функция из Я, mo 
St (e”) есть тело Харди. 


В самом деле, (е*”)’ =е у’, и значит, γ΄ на интервале [20, + cof 


равна некоторой функции из À. 


СледствиЕ 3. Если Я содержит действительные постоянные 
и если у есть функция из Я, не равная тождественно нулю 
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в окрестности - со, то K(|y|%) есть тело Харди при любом 
действительном а. 


В самом деле, a (ly |") =|у@ (#) И re равна некоторой 


функции из ® на интервале [to, + oof. 
И наконец, отметим, что если у есть примитивная какой- 
нибудь функции из Я, то R(y) снова есть тело Харди. 


3. Сравнение фунеций из тела Харди 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Две функции, принадлежащие одному и тому 
же телу Харди, сравнимы любого порядка ($3, n°4). 


Действительно, если f принадлежит телу Харди Я, то для 
любого целого п > 0 найдется интервал [20, + со[, на котором 
f дифференцируема п раз и ее п-я производная на этом интер- 
вале равна функции из ®. Таким образом, достаточно показать, 
что любые две функции } и g из À сравнимы. Если они тожде- 
ственно равны нулю в окрестности -- со, то это очевидно; зна- 
чит, можно ограничиться случаем, когда обе функции в окрест- 
ности -- со строго положительны. Но тогда для любого действи- 
тельного числа 1 функция f—tg в окрестности — со равна функ- 
ции из Я, то есть сохраняет знак в окрестности - со, что 
и доказывает предложение ($1, предложение 9). 

Из этого предложения мы прежде всего выводим, что если 
тело Харди Я: содержит действительные постоянные (что мы 
и будем всегда предполагать в дальнейшем) и если f и &— две 
произвольные функции из Я, то любые две функции из εἶ, ей, 


105 |] |, log|g|, |fl®, |g|* (а— любое действительное), \ i, \g 


a a 

(a— любое действительное из интервала [20, +co[, на котором 
фи с линейчаты) сравнимы (там, где они обе определены); в Ca- 
мом деле, любые две функции из вышеперечисленных принад- 
лежат одному и тому же телу Харди, полученному последова- 
тельным присоединением этих функций к Я. 

Точно так же любая функция f(x) из тела Харди À сравнима 
с т, так. как хи f(x) принадлежат телу Харди (x), получен- 
ному присоединением x к Я. Таким образом, отсюда, в частно- 
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сти, заключаем, что f сравнима какого угодно порядка с любой 
степенью 23, равно как и с logz и e*. 

Ясно также, что если f и g принадлежат одному телу Харди ®, 
а 5 (5) > 0 на интервале [20, +oo[ и если при 2, стремя- 
щемся к 400, g(x) стремится к 0 или к +00, то порядок 
функции f относительно g ($1, n°3) всегда определен. 

Стало быть, предложение 8 из $ 3 применимо к любой функ- 
ции | из тела Харди, и оно показывает, что: | 

15 если f имеет порядок - со относительно X, то 

x 


Croate, 


ER oe 


2° если f имеет относительно 2 порядок u > —1, το 
x 


| fdt~ at (а; 


3° если f имеет относительно х порядок uU <—A, то 
со ; 
| f (t)dt~—— af (2); 


x 


4° если f имеет относительно x порядок — со, то 
Ho 
__ GX)? 
j (t)at fae 


Кроме того, имеет место следующее предложение: 


ПрЕдложЕНИЕ 2. Пусть |— функция, принадлежащая телу 
Харди &. 


1° Если } имеет бесконечный порядок относительно x, то 
для любого целого п > 0 


п d > | 
F9 (2) SE - (2) 

2° Если } имеет относительно x конечный порядок п, то 
для любого п> 0 | 


[Ῥ(α)--μίμ--1)..; (ent ο... 


_ @— 9... ont) VRR (3) 
pant σ(γ-ι ’ 
RDOME того случая, когда и — целое положительное и n> uw. 
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1° Если } имеет бесконечный порядок относительно X, то 
105 | {|} ю5х, и значит, в силу того что log|f| mlog x сравнимы 


, 
любого порядка, выполняется отношение а 


Î 
a 


g 7 > Поскольку g в окрестности --co равна функции из À, 


У = . Положим 


4 


1 
TO ΠΒ отношения πο ὅ следует, что A <1, и значит, 
i 


oe g=7 или еще ig’ << gf'. Из отношения f’=fg дифферен- 
цированием получаем, что 


f=fg + gi = οἴ’ 


или что 
р’ ft 
ee RL e 
7 7 
а ние, примененн ") и индукция по п 
То же самое рассуждение, M oe x К 
(п) # 


показывают, что откуда следует отношение (2). 


ee) nes ’ 

2° Если f имеет относительно х конечный порядок ц и если 
u=Æ0, то log|f|~plogz, откуда, дифференцируя, получаем 
f' (9) u 


“A 
порядок и—1, и мы можем применить индукцию по п для | Æ п, 
после чего получим формулу (3), кроме случая целого положи- 
тельного и < п. | 
Если порядок функции f относительно 2 равен целому р > 0, то 
можно написать, что f (x)—xPf, (x), где fi имеет относительно x 
порядок 0. Согласно предложению 2 имеем 
КР) ~ plfı. 
Следовательно, для оценки производных порядка п > р можно огра- 


‚ отсюда выводим, что f имеет относительно 2 


> 1 
ничиться случаем р=0. Тогда log|f|<< 105 х, откуда : = Е ᾿ 


или, другими словами, αὐ’ (α) << f(x); если f не эквивалентна посто- 
янной k == 0, то дифференцирование этого отношения ($ 3, предло- 


жение 7) дает нам отношение xf” (x)+ f’ (2) << f’ (x), которое означает, 
что zf” (x) —— f’(z). Учитывая эту формулу, индукцией по п пока- 
жем, что f(N) имеет относительно X порядок, не превосходящий 
—n, и что 

| 7’ (2) 


f™ (=) ~ (NUN GS (4) 


Если | эквивалентна постоянной k=O, то f(x)—k--f2{(x), где 
2 << 1, и все сводится к исследованию производных функции fo. 
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4. Фунеции (H) 


ПрЕдложЕениЕ 3, Если Я, — тело Харди, то существует тело- 
Харди ἃ, содержащее %, и такое, что для любой функции 
26%, не равной тождественно нулю в окрестности - со, функ- 
ции ε΄ и log |2| принадлежат %. 


Обозначим через Я множество функций € ὅθ (5, В), облада- 
ющих следующими свойствами: для каждой функции f ЕЯ суще- 
ствует конечное число таких тел Харди Я, Я.,..., Я» (число п. 
и тела À, зависят от f), что JER, и что для O<i<n—1 имеем 
Я: = Suis), где и. равно либо её, либо log|z;|, a 2; при- 
надлежит ®; и не обращается тождественно в нуль в окрест- 
ности + со. Говорят, что и, Us, ..., Un образуют определяющую: 
последовательность тела Я, и функции f; одна и та же функ- 
ция fER может, естественно, допускать несколько определяю- 
щих последовательностей. 

Согласно определению 1 всякая функция fER, не равная 
тождественно нулю в окрестности -- со, сохраняет постоянный 
знак и дифференцируема на интервале [7,, + cof; если [Е Я», TO 


функции Ч и Г в окрестности - со равны функциям из Sn, 


] 


а значит, функциям из ®. Таким образом, для того чтобы пока- 
зать, что À есть тело Харди, достаточно доказать, что если фи 
= — две функции из À, то f—g u fg в окрестности -- со равны 
функциям из Я. Итак, пусть uU, Us, ..., Um — определяющая 
последовательность функции f, UW, Vo, ..., Un — определяющая. 
последовательность функции g. Последовательность Uy, Us, ..., Um 
01, Uz, ..., Un, Полученная в результате объединения последова- 
тельностей (и;) и (Vj), снова является определяющей последова- 
тельностью тела Харди Я", и это тело содержит как], так 
ng, а значит, в окрестности - со функции f—g u fg равны 
функциям из min. 

Будем говорить, что тело Харди Я, определенное в процессе 
доказательства предложения 3, есть расширение (Н) тела Хар- 
ди Я. 

Если имеется какое-либо другое тело Харди Я’, обладающее: 


свойствами, сформулированными в предложении 3, то из построения 
тела Я следует, что Я/В» содержится в &’/Ro. Таким образом, 


330 ПРИЛОЖЕНИЕ 


расширение (Н) тела Харди Ry есть наименьшее тело Харди 8, 
обладающее свойствами, сформулированными в предложении 3. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Гелом функций (Н) называется расширение 
(Н) тела Харди В (1) рациональных функций с действительными 
коэффициентами. Всякая функция, принадлежащая этому рас- 
ширению, называется функцией (Η). 


На основе этого определения мы можем заключить, что 
_ если f ects функция (Н), не равная тождественно нулю в окре- 
_ стности +, To e и log|f| тоже являются функциями (A). 
Вообще, если г— какая-нибудь отличная от f функция (Н) 
с определяющей последовательностью Ur, Us, ..., Un и если f 
стремится к -+ co вместе с X, то индукция по п показывает, что 
сложные функции из], И], ..., Unof и gef суть функции (Н). 


5. Повторные показательные фунеции 
и повторные логарифмы 


Повторные логарифмы [(х) были уже определены нами 
($3, n° 2) посредством условий 1 (1)=х, In (1) =102 (1,- (2)) для 
п> 1. Точно так же и повторные показательные функции en (т) 
определяются условиями е, (5х) =, en (1) =ехр (en-,(x)) для n > 1. 
Индукция по п сразу показывает, что [, (x) есть обратная к €, (x) 
функция, определенная для х > en-ı (0), и что Em (En (2)) = ет. (2). 
Im (In (£)) = Imın (x). Исходя из отношений log 2-44 x" X ο΄ при лю- 
бом и<0, получаем для п>1 формулы: 


In (2) << (In-ı (z))" для любого и >0, . (5) 
En-1 (x1 TB) << En (5152) < En ((1 ==) 2) XK (en (2)}Ρ < En ((4 + a) 2) < 
En (2118), (6) 


где числа 4, а, В, у, 6 удовлетворяют условиям U >> 0, а > 0, B>0, 
0<у<1, O0<6<1, ав остальном произвольны ($ 1, предло- 
жение 11). 

Мы уже видели ($ 3, n° 2), что для п>1 имеет место фор- 


мула 
1 


+ (n(x) = IT ты. (7) 
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Точно так же для n>1 имеем формулу 
а n 
aq (ев (2)) = JT ει (x), (8) 
i=1 


из которой на основании предложения 8 из $ 3 для любого 
и > 0 получаем 


| en (tH) dt ----ᾱ- ey ο) TT = se (9) 
> dt я = 4 
επ) μμ. IL е; (24) ᾿ (5 


Можно показать, что если f—npouseontnan функция (MH), удов- 
летворяющая условию f >71, то найдутся такие два целых числа 
ти п, что 

Im (x) -44 f (x) Ken (x) 
(упражнения 1 и 5). Напротив, можно определить такие возрастаю- 
щие функции g(x) (которые уже не будут функциями (Н)), что 


8 (1) δ᾽ en(x) для любого п 0 или 1-Х 8 (1) << ἡ ἐπ (x) для любого 
т 50 (упражнения 8, 9 и 10). 


При помощи повторных логарифмов мы покажем, что можно 
определить (для 2, стремящегося к - со) шкалу сравнения 6, 
состоящую из функций (Н), строго положительных в окрестно- 
сти — © и удовлетворяющих следующим условиям: 

а) произведение любых двух функций из & принадлежит €; 

b) для любой функции }Её и любого действительного U 
имеем {ME ἔξ; 

с) для любой функции JEE функция logf есть линейная 
комбинация конечного числа функций из 6; 

4) для любой функции {Е &, отличной от постоянной функ- 


ции, равной 1, εἶ эквивалентна функции из €. 
C9 


Рассмотрим вначале множество €, функций вида I (Lm (x))°™, 
| т=0 


где Om — действительные числа, равные нулю для всех M, кроме KO- 
нечного числа их; из формулы (5) сразу же получаем, что эти. 
_ функции образуют шкалу сравнения, удовлетворяющую условиям 
а), Ὁ), с). Затем индукцией по п определим множество 6, (для 


332 ПРИЛОЖЕНИЕ 


п>1) как множество, состоящее из постоянной функции, равной 


р 
1, и из функций вида exp ( >) a,fr), где p— произвольное целое 
k=1 


строго положительное число, fx (1<k<p)—tTakue функции из 
En-1, что 1 >...» fp >> 1, и ак— действительные числа, отлич- 
ные от 0; методом индукции покажем, что 6, есть шкала срав- 
нения, удовлетворяющая условиям а), b) u с) и содержащая 
En-ı. Во-первых, включение Én_1 С. En справедливо для п =1, 
поскольку логарифм функции из &,, не являющейся постоянной, 


р 
имеет вид D Gata: где fa — повторные логарифмы, и значит, fp>> 
k=1 


>> 1; во-вторых, если &n->C &,—, то из определения €, следует, 
что &n-ıC &,; кроме того, это определение показывает, что En 
удовлетворяет условиям а), b) и с). Остается показать, что En 
есть шкала сравнения; так как частное двух функций из Ep 
снова принадлежит €,, то достаточно доказать, что функция ] 
из &„, отличная от постоянной функции, равной 1, не может 


быть эквивалентна постоянной функции, отличной от 0. Но, по 
р 
- построению, log f— У а — а}, а поскольку f#1, то 105} 


стремится к + co, и значит, f стремится к 0 или к + ©, когда 
2 стремится к -+ 00. 

Если теперь € есть объединение множеств €, для п> 0, το 8 
есть шкала сравнения, так как две функции из 6 принадлежат 
одной И ТОЙ же шкале €,; на том же основании множество 6 
удовлетворяет условию а) и, очевидно, удовлетворяет также усло- 
виям р) и с). Наконец, если ]Е&, то найдется такое п, что 
JE En; если f не равна постоянной функции, равной 1, το f(x) 
стремится или к 0, или к +o, когда 2 стремится к - 00; 
в первом случае e — 1, а во втором e’, по определению, принад- 
лежит ἕη,ι, а значит, и 6. 

Замечание. Несмотря на практическую ценность шкалы &, 
только что определенной, легко построить примеры функций 
(ΗΠ), которые не имеют главной части относительно 6. В самом 
деле, если ] есть функция (Н), удовлетворяющая условию f~ag, 
где а > 0 — постоянная, a 2Еб, то logf—logg—loga стремится 


1 ev 
к 0 вместе C—-, и значит, в силу свойства с), функция log f 
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допускает относительно & асимптотическое разложение, остаток 

которого стремится к 0. Но если рассмотреть, например, функ- 
1 SRE | 

цию (HM): f(x) = € € ++) ‚ To log f— exp € +—) ‚ и следова- 

тельно, асимптотические разложения функции log f относительно 

& имеют вид 


log ον DU π. SE [δη ex: N 0 
og ] (x) =e TP ST ge lient ppm tb zn (n>0— целое). 
ex 
T r ВИВ Ῥ ET TS DEE μα 
Ясно, что остаток этого разложения эквивалентен ni) ан 


и, значит, не стремится к 0. Таким образом, функция f не имеет 
главной части относительно €. 


6. Фунеция, обратная в фуниции (Н) 


Если f есть функция (Н), то f монотонна и непрерывна на 
интервале [20, —- οοἷ; и значит, функция @, обратная к сужению 
функции f на этот интервал, монотонна и непрерывна в окрест- 


ности точки a=limf (zx); если а равно + со (соответственно — со 
Χ-»--οο 


или конечно), TO можно показать, что функция (y) ( соответст- 


венно ф(— и), ф (a +=) или φ(α---)) ‚ вообще говоря, 


He равна функции (Н) в окрестности - со. Тем не менее мы 
покажем, что в некоторых важных случаях можно получить 


функцию (Н), эквивалентную функции ф (у) ( соответственно 
1 м 
Ф (—8), ψ (a +=), φ(α ---)) и часто даже получить асимп- 


тотическое Е этой PERTE относительно шкалы 6, 


определенной в n° 5. 
Нам понадобится следующее предложение: 


ПрЕдложЕНИЕ 4. Пусть ри q—dee функции (Н), строго 
положительные на интервале [20, + οοἷ. 


1° Если X 2 pr то p(x+g(x)) ~ Ρ(3). 
2° Если одновременно AK IF и q(x)Xx, mo p(x—q(x)) — 
~~ p(z). 
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Оба утверждения очевидны, если p~ k (постоянной, отлич- 


ной от 0); значит, можно предположить р (x) KA (в противном 


случае можно проводить рассуждение naa —- ) . Отсюда следует, 


что р’ (x) < 1. 

1° Можно написать, что р(х- 4 (5)) =р (x) + q (x) р’ (c-+0g(x)) 
с 0<090<1 (гл. I, § 2, следствие из предложения 1). Так как 
функция |p'(x)| стремится к 0, когда x стремится к 60, 
и равна функции (Н) в окрестности - со, то она убывает на 
интервале [x;, + co|, и значит, для 2> x, имеем | р’ (х-2 64 (2)) | < 
<|p’(2)|, а поскольку gp’ р, το p(z+q(x)) — p(x). 

2° Условие q(x) << x показывает, что х— q (x) стремится к —+ © 
вместе с x. Снова имеем р(%х-49(х))=р(1)—9(х)р’(х— 04 (z)) 
с 0<9<1. To же самое рассуждение, что и в первой части 
доказательства, показывает, что для достаточно больших X выпол- 
няется неравенство | р’ (x—Oq(zx))|<|p’ (x—q(z))|. Все сводится 
Ρ’ (1—9 (2)) 
В 
x стремится к + oo. Если el TO предложение справедливо, 


_к доказательству того, что 4 (x) стремится к 0, когда 


, 
так как в этом случае ca есть функция (//), возрастающая 


ля достаточно больших 2; следовательно, $ ey erg) 
we ‘ Re р (x—q (x)) = 


, а по условию gp’<< p. Оно справедливо также, 


<q (x) ro 


если ch (Е — постоянная, отличная от 0), так как тогда 


р’ (=—9(1)) _ p’ (2) 
Plage) pia)’ 


’ 
ется только проверить случай στ Ч: Предположим сначала, 


поскольку ᾱ--ῃ (αχ) стремится к с. Оста- 


что p(X) имеет конечный порядок относительно X, то есть ($ 3, 


, [4 psy 4 
предложение 7) 5 = < 1. Тогда = slay O,(1), a 


значит, g (x) = ee = σὸς (A 12)" 0, (1) = 22) О. (1), 


p (2—9 (2)) 
и очевидно, что в этом случае предложение справедливо при 
единственном условии g(X) X x. Наконец, рассмотрим случай, 


когда = < = = <1; тогда функция r= имеет конечный 
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порядок относительно 2; так как к такой функции, на основа- 
нии предыдущего замечания, применимо предложение 4, то 
р’ (5—9(т)) | P’ (2) 
р (5—9 (α)) р (т) ’ 
доказательство. 


и тогда условие gp’ < р позволяет завершить 


Замечание. Условия, наложенные Ha g(x), не могут быть 
ослаблены, в чем можно убедиться на следующих примерах: 


а) ae, tt HF, plata (ep (x) 
RR p’ (x)? P q P 2), 
6) p(x)=logz, q(x)=x—log ek EO) = à logs, 


р (1—4 (x)) = log log х << p (x). 


Сначала мы изучим функции, обратные к функциям (1) спе- 
циального вида: | 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть g— функция (H), не эквивалентная 
отличной от нуля постоянной и такая, что g(x) X т, и пусть 
и (х)— функция, обратная вк функции х— (5х), определенная 
в некоторой окрестности + со. Пусть (un) — последовательность 
функций, определенная индукцией по п условиями и(х)=т, 
Un (x)= 2-Е 8 (Un-1(x)) для п> 1; тогда mi и 


и (2) — Un (т) ~ g (2) (g" (т))". (11) 
Положим у=и (x), Yn = ил (2); тогда =ур— 8 (у), Y= TU Un = 
=2-+¢(Yn41). Отсюда прежде всего получаем, что ie = 1 En : 


так как у стремится к 400 вместе с 2, TO условие σρ(α) 4442 
показывает, что Y=U(L)~ т= Yo; кроме того, 
y—z=g(y)=g(x)+(y—2) g' (2), 
где 2 принадлежит интервалу с концами X, у; значит, когда 2 
стремится к +4 co, тои 2 стремится к -| оо, а поскольку & (2) т, 
2’<<1, то 5’ (2) стремится к 0 и, стало быть, 
у—х= 8 (1) Но (у—1), 
откуда 
и (7) —2— g (x). (12) 
Далее, индукцией по п покажем, что, когда х стремится 
К + ©, Un 1 И 
т и (L) — Un (1) XK и (5) — Un-ı (x). (13) 
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В самом деле, Y—Yyn=g(y)— 8 (Yn-1) =(У— Yn-ı) 8 (25-1), где 
Zn-ı принадлежит интервалу с концами у и Yn-13 согласно пред- 
положению индукции, Zn-1 стремится к —+ со вместе с х, и значит, 
£ (Zn-ı) стремится к 0, что и доказывает отношение (13). Из этого 
отношения и из отношения (12) следует, что U(x) — u, (x)  u (x) — 
—x—g(x)x—u(x), откуда и’ (5) — и (5) и, следовательно, 
Un >> 1. Наконец, отношение и (5) — и» (2) < и (5х) —х может быть 
также записано в виде (u(x) — x) — (un (1) — 1) > и (1х) —х, откуда 

Un (1) —- zul) —х^2(т). (14) 


Для доказательства отношения (11) прежде всего заметим, 
что если (αχ) —такая функция, что #(2)—х— g(x), то g’ (1(5)) — 
— ρ΄ (5). В самом деле, каково бы ни было 8 > 0, для достаточно 
больших 2 функция ©’ монотонна, и значит, g’(t(x)) заключена 
между ©’(х- (1-2) 2(5)) и g (x -+(1—e)g(x)). Следовательно, 
предложение A показывает, что g’ ({(α))-- g'(x), если только 

= 
8” и 
порядок относительно X, то (предложение 2) = ; ~ anak Kak 


’ 


2 - 8 ‚ если же g имеет относительно Ζ конеч- 


[4 
gi, το gx 3 
ный порядок и, TO непременно и<1; если w< 1, TO, поскольку 
g не эквивалентна отличной от нуля постоянной, формулы (3) 


g” k 
iger (Е — постоянная, 
LA 


отличная OT 0), откуда снова получаем т; наконец, если 


установлено отношение g<<~,. Но если g имеет бесконечный 


и (4) показывают, что в этом случае 


u— 1, то ©’ имеет порядок 0 относительно х, то есть τ i 


LA 


и значит, снова и N 


Теперь, в силу того что 2,„— заключена между уи у, из 
формулы (14) следует, что Z,-.—x~g(z), откуда на основании 
вышеизложенного σ΄ (2.1) — g (2); следовательно, имеет место 
отношение у— у, — (Y—Yn-ı) 2’ (2), из которого индукцией по п 
получаем формулу (11) 


Замечания. 1) Если порядок функции g относительно x 
меньше 1, то функция и (x) —u, (x) при достаточно больших п стре- 


1 
мится к 0 вместе с Te В самом деле, в противном случае отноше- 
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ние gg’" >> 1 имело бы место при любом п, и тогда g имела бы бес- 


τ 1 
конечныи порядок относительно g' ; иными словами, выполнялось бы 


отношение log | g| У} log | g’ |, откуда --- Lye Es . Ho если g имеет 


os = αὶ 
относительно х порядок и < 1, το Γ m € для U — 00, - 
αγκώνα. Е ля и 5-0 и, Hakone RE = ля 0 (n° 3). 
1 g a ц, для b= 


Напротив, если порядок ВЕ g ra x равен 1, то 
отношение gg'"$$ 1 может выполняться при любом целом п> 0, 


как показывает пример g(x) = eee 


2) Если g(x) есть функция (A), эквивалентная постоянной k 560, 
то g(«)=k+-g; (2), где gy 4 1; функция u, (5) =и (x) — k есть функция, 
обратная к х— 5, (х--^), и вопрос сводится к случаю, изложенному 
в предложении 5. 


Таким образом, для того чтобы получить асимптотическое 
разложение функции и, достаточно получить такое разложение 
для функции Un: если g допускает асимптотическое разложение 
относительно рассматриваемой . шкалы, то тем самым задача сво- 
дится (согласно определению функций (Н)) к Е рассмот-_ 
ренным в § 2. 

К случаю, изложенному в предложении 9, приводится сле- 
дующий более общий случай: предполагается, что функция y= 
—u(x) удовлетворяет соотношению 


ф (x)= p(y)—g(y), (15) 


где ф есть функция (7), ф — такая функция (7), что p>>1 и что 
функция 0, обратная к \р, тоже является функцией (Н), a g— 
такая функция (7), что g%XW. Тогда обозначим через v(x) 
функцию, обратную к 2—2 (0 (х)); имеем и = бороф и g(0(x)) < x: 
если благодаря предложению 5 известно асимптотическое раз- 
ложение функции V, то из него при помощи методов, изложен- 
ных в $2, получается асимптотическое разложение функции и. 


Примеры. 1) Найдем асимптотическое разложение функции 
v(x), обратной к функции 25--х (для 2, стремящегося к - 05); поло- 
жив 15= сведем задачу к отысканию разложения функции и (№, 
; 
обратной к zig? (для ¢, стремящегося к 60), то есть к примене- 
22 И. Бурбаки 
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нию предложения 5 для случая, когда g(t ——1"5, Вычислим, напри- 
р y 8 p 


мер, ug (t): 
7 


3 7 
Et οφ 
+ = t ‘ 
5 +3 04 (# °) 

С другой стороны, в силу (11), 
1 
и (t)—us (t) ~ set ’ 


откуда 
1 3 7 


и: hot δ Li 90 ( 


и мы получаем искомое разложение 


Gt any et EN 
v(c)=(u(a)P 25a 8e Stone 5). 
5 25 
2) Найдем асимптотическое разложение функции v (x), обратной 
ae ead à. iss 
к функции Mes из тождества х= Log y с y=v(z) выводим, что 


log z=log y—log log у; положив z=logy, t=logz, получим #=2— 
— log z, и, стало быть, задача сводится к разложению функции и (1), 
обратной к #—105 1, например: 

a t _ (logé)? 


log t 
ua (t)=t + log (+logi)=t+logi + 5 + 0 ~ x 


а с другой стороны, в силу (11), 
log t 
u(t) —us (=, 


откуда 


u(t) =t-+log (pee en as SES и Ex 


и, возвращаясь к исходной задаче, получаем асимптотическое раз- 
ложение 
og log x log log x 
u(z)=xlog x+zxzloglogx-+x ------ }, 
(2) = log x + g log 2-2 Е ро (2—8 
Замечание. Отметим, что две эквивалентные функции (Н) 
могут иметь обратные функции, не эквивалентные можду собой, 
как показывает пример двух функций 105 х и 1+ logz. 
Упражнения. °1) Пусть Я— тело Харди, обладающее тем 
свойством, что для любой функции f ESR, не равной gps 


нулю в окрестности --00, найдется такое À >0, что το << 
Im 


<< fla)“ lm (x*) (т — целое, не зависящее om f). 

а) Пусть u, us, ..., Up—p функций вида u,=log|z; |, где 
2} ЕЯ не равно нулю в окрестности -+oo. Показать, что для лю- 
бой функции g (не равной нулю в окрестности -- ©) тела Харди 
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Я (uy, и, ..., Up), полученного присоединением - K Я функций 
1 

ur (1<k <p), найдется такое p >0, что a; <2 g(r) XK em (z") 
ет (2 


(свести к случаю, когда g есть многочлен относительно их с коэффи- 
циентами из Я, и применить индукцию поп, а затем для р=1 при- 
менить индукцию по степени многочлена 5; поступая, как в лемме 2). 

6) Пусть u, (1<k< p)—p функций вида ик =ехр (zz), где 2} ER. 
Показать, что для любой функции g из тела Харди À (wy, us, ..., up), 
не равной тождественно нулю в окрестности CO, найдется такое 


число u >0, что à 


——  g (x) X emis (z") 
Em+1 (2) 
(аналогичный метод). 

в) Вывести отсюда, что если }— функция (Н), допускающая 
определяющую последовательность из п членов и не равная тожде- 
ственно нулю в окрестности -- со, то найдется такое число À > 0, 
что — XK f (2) en (αλ). 

еп (x) | 

2) а) Показать, что всякая функция (Н), обладающая опреде- 
ляющей последовательностью, состоящей из единственного члена, 
эквивалентна одной из функций вида xP (log x)? или zPeI“), где р 
и а— целые рациональные числа, ag — многочлен OT 2 (метод - упраж- 
нения 1). | 

6) Вывести из a), что всякая функция из тела Харди 
R(x, αι, Ug, ..., Up), где и, Ug, ...., ир функции (Н), имеющие 
определяющую последовательность, состоящую из единственного 
члена, эквивалентна функции вида zx? (log х)ае9“Х), где ри а— це- 
лые рациональные, а #5 — многочлен от х. 


f 


3) Пусть f и g— две такие функции (H), что ri имеет 


порядок О относительно [и (x); показать, что если порядок 
LA 
функции g относительно l (x) отличен от 0, TO j ; + сравнить 


f 

- | и log | εἰ) ; 
4) Пусть Я— такое тело Харди, что для любой функции f ER, 
не эквивалентной постоянной и имеющей относительно ly_, (x) поря- 
док 0, существуют такая постоянная k и такое целое рациональное 
число г, при которых f (x) — Ё (lm (z))". 

а) Пусть 2 — произвольная функция из ®, не равная тождественно 
нулю в окрестности со. Показать, что всякая функция g из тела 
Харди & (log | 2|), не эквивалентная постоянной и имеющая относи- 
тельно [и(5) порядок 0, эквивалентна функции вида k (lm, (2))” 
(К — постоянная, г— целое рациональное число). (Сначала рассмот- 
реть случай, когда р — многочлен степени р от log|z| с коэффициен- 


22* 


log 
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тами из À, и применить индукцию по р, использовав упражнение 3; 
если g— рациональная функция от 100 |2| с коэффициентами из À, 
то применить индукцию по степени числителя, воспользовавшись 
упражнением 3.) 

6) Показать, что любая функция из Я (1..1 (2)) эквивалентна 
функции вида f (x) (Imıı (2))", где f ER, аг— целое рациональное число. 

в) Пусть 2— произвольная функция из À. 'Показать, что всякая 
функция g из тела Харди Я (22), имеющая порядок 0 относительно 
Im (2), эквивалентна постоянной. (Сначала рассмотреть случай = 
—и9Р (и), где и=е?, 4ц— целое рациональное, a Р (и) — многочлен 
от и степени р с коэффициентами из Я; в этом случае применить 
индукцию по р, использовав а) и упражнение 3. Отсюда при помощи 
упражнения 3 перейти к общему случаю.) 

г) Распространить результат пункта a) Ha тело R (u, из, ..., Us), 


где u, имеют виде или log|z,|, причем 2.—функции из À, не 
равные тождественно нулю в а +00 (применить индук- 
цию ПО $). 

5) а) Вывести из упражнения 4, что если {— функция (H), имею- 
щая определяющую последовательность из п членов, не эквивалент- 
ная постоянной и имеющая относительно ἦῃ,...Ι (2) порядок 0, то най- 
дется такая постоянная k и такое целое рациональное г, что ] (x) — 
~ № (Ip (x). 

6) Вывести из упражнения 4, что если }—произвольная dates (A), 
то найдется такое целое и, ATO для определения TOTO, сходится или 

_ —+oo 
бобноночен интеграл Γ (t) dt, можно применить и oc 


: a 
признак порядка п. 
6) Сравнить между собой функции ep((l,(z))") по значениям 
целых ричи действительного числа u, предположив u >> 0, д = 1. 
27) Пусть /—функция (Н), имеющая определяющую последова- 
тельность из п членов. Показать, что если ey ((1а44 (2))В) 1 (x) KR 


X ep (Iq (2))°) (соответственно ἐρ (Iq (α))Β) Kr (2) K eprı (йа (2)))) 
при любом В > Оилюбома, О0<а< 1, то всегда p+q+1<n (приме- 
нить индукцию по п, использовав методы, аналогичные методам 
упражнений 1 и 4). 

8) а) Пусть (fn) — последовательность непрерывных возрастающих 
функций, принадлежащих δ (5, В) и таких, что fn -64 Int для 
любого п. Показать, что существует непрерывная возрастающая 
функция f, принадлежащая (3%, В) и такая, что ] У), для 
любого п (свести к случаю, когда /n< а, и определить f так, 


чтобы fn (2) < | (2) < Intl) для n <a <n+1). | 
6) Пусть (fn) — последовательность непрерывных возрастающих 


_ функций, принадлежащих € (5, В) и таких, что 1 < fay << fn для 
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любого п. Показать, что существует непрерывная возрастающая 
функция f, принадлежащая 9 ($, В) и такая, что 1 4 | < fn для 
любого п (сведя задачу к случаю [< /n, показать, что можно 
определить возрастающую последовательность (zp) действительных 
чисел и такую непрерывную возрастающую функцию f, что fn+1 (1) < 
< f(x) < fn (1) для En SETS 1141). 

в) Пусть (fn) и (gn) — две последовательности непрерывных BO3- 
растающих функций, принадлежащих € (5, В), обладающие тем 
свойством, что fn << frit, Em >> Em+ı U fn< gm для любых т и п; 
показать, что существует такая непрерывная возрастающая функ- 
ция À, принадлежащая 9% (5, В), что fn < h << Em при любых тип 


(аналогичный метод). 

В частности, показать, что существует такая непрерывная BO3- 
растающая функция f, принадлежащая δ΄ (%, В), что никакой лога- 
рифмический признак не позволяет определить, сходится или бес- 

(ee) : : 


конечен интеграл \ /(t) dt («теоремы Дюбуа— Реймона»). 


а 


O0 
en (x) 6 
9) Показать, что ряд ‚ ——— равномерно сходится на любом 
n=1 


en (п) 
компактном подмножестве из В и что его сумма f(x) удовлетворяет 
отношению f (x) ν»- 1, (x) при любом целом п. 


10) Показать, что существует возрастающая функция }, опреде- 
ленная, непрерывная, строго положительная для 2520 и такая, 
что f (2x) =2/ ™ для любого x > 0; вывести отсюда, что при любом 
целом п выполняется отношение f (x) $ In (x). 


11) Пусть функция f >0 возрастает, непрерывна для x >0 
и такова, что f(x) Se, (1) при любом целом п; показать, что если 
g— функция, обратная κ, то 1-44 g 44 1, (x) при любом целом п. 


oo 


12) Пусть для любого целого п >0 выражение n= > ex2* есть 
k=0 
двоичное разложение числа п (= — целое, равное нулю, кроме конеч- 
ного числа индексов, 0 Lez <A). Положим Ἢ 


n 


а (п) = У ев, Ay(n)= >) a) Ay (n) = Ÿ a (a N). 
k=0 | j=1 j=1 

a) Доказать формулу A, (п) = Σ (ἆ--2) ep2R-1, Вывести из нее 
формулу г 
A, (= +o (n log log п), 
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когда п неограниченно возрастает (разбить сумму, выражающую 


A, (n), на две части, в первой из которых индекс k меняется от 0 
до u (п), a во второй — от | (п) до πι, где п, — наибольшее из таких 
чисел k, для которых 8} ΞΕ 0, a μ (п) — надлежащим образом выбран- 
ное число; далее оценить сверху первую сумму, воспользовавшись 
предложением 6 из $4, а затем оценить сверху разность между 


«< ewe myn 
второи суммои и ο 2 


6) Доказать соотношение 
2т—1 


D CO) Ce) 1, 
j=0 
где }— любая функция, определенная на М (рассмотреть для задан- 
ного k числа ]« 2. для которых а (j)—k). 
в) Доказать для m=2"—1 соотношение a(m—j)+a(j)=r. Из 


этого соотношения и из 6) вывести, что 
2™ log log 2™ 
ih ig OY ее. 

A, (2™) = r2 310g 2 


г) Показать для m=2", что 


Ay (2) = 24, (22) + 2m-1— _¥ és ΥΠΟ 
j=0 
где полагаем a(n-+1)—a(n)=1—A(n+1) при любом п (приме- 
нить 6) и соотношение a (28-|- г) =а (r)+-1 для r< 2"). Показать, что 


т—1 
> ("Аб «т (заметить, что Д()-1)=0, если j 
j=0 


четно, a A(j-+1)< + для любого j). Вывести отсюда при помощи 


в), что Sr 
= 3 2™ log log 2™ 
Аз (2%) > >52" = 207 


Из этого соотношения и из в) вывести, что A,(n) не эквивалентна 
никакой функции (Н), когда п стремится к -- со. 
13) Пусть /—такая функция (Н), что 1 2 f(x) 4 x. Показать 


что в формуле Тейлора 


f(x-+-f (=)) =f (2) +f(x) f (=) oy (F (2)? Г: de хе 


Ha у A Gea HN 1 (2 +f (2), 


где O0< @< 1 (ra. 1, $ 3, упражнение 9), каждый член пренебрежим 


_ сравнительно с предыдущим. Если порядок функции f относитель- 
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но 2 меньше 1, то последний член этой суммы стремится к 0 вместе 
1 
с — при достаточно больших п. 


14) Вывести из упражнения 13, что если f— такая функция (Н), что 

log f(e*) имеет порядок, меньший 1 относительно x, то функция 

(z/ (x)) эквивалентна функции вида es ™), где g— рациональная 

функция от x, log f(x) и некоторого числа производных последней 
функции, 

515) Пусть }—такая выпуклая в окрестности --со функция (H), 
что f(x) zx Пусть для любого а>0 х„-— такая точка, что 
Г (ta) =(1+ 0) 7’ (2). 

а) Показать, что если порядок функции f относительно x равен 
— со, то 

za — 1 — log (1--а) ay 
(воспользоваться предложениями 2 u 4, применив формулу Тейлора 
f (то) — (ta) F (та) 
7 (x) 

к (1-Ра) (1— log (1--a)), когда x стремится к +00. 

6) Показать, что если } имеет порядок г > 1 относительно Z, то 

1 
та æ(1+0)" 1х 

(заметить, что если порядок функции fj относительно x равен 0, TO, 
на основании предложения 4, f, (kx) — f,(x) для любой постоян- 


к функции log f’ (α)). Показать, что стремится 


ной А). Вывести отсюда, что выражение Sal aa tel cTpe- 


r 


мится к r(1+a)—(r—1) (а ‚ когда x стремится к +00, 
в) Допустим, наконец, что порядок функции } относительно x 
равен 1. Положив ] (1) = xf, (x), показать, что хо. — x — log (1+ а) : τ 
1 
(рассмотреть обратную к f4 функцию, порядок которой OTHOCH- 
1 (ta)—(ta—2) f' (πα) 
7 (x) 


тельно 2 равен - ©). Вывести отсюда, что 


стремится к —CO, когда 2 стремится к O0. ᾿ 
Пусть точно так же х,— такая точка, что }’ (54) = (1— а) 7’ (x) 
(для О<а< 1). Получить формулы, аналогичные вышеприведенным 
и выражающие главную часть разности х— x, и предел выражения 
f (xq) + (t—2q) Г (то) 
(2) 
когда х стремится к + оо. 


Вывести из этих результатов, что } регулярно выпукла в окрест- 
ности --со (8 3, упражнение δ). 


TJIABA VI 


ОБОБЩЕННЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ТЕЙЛОРА. 
ФОРМУЛА СУММИРОВАНИЯ ЭЙЛЕРА — МАКЛОРЕНА 


$ 1. Обобщенные разложения Тейлора 


1. Операторы композиции в алгебре многочленов 


Пусть К — коммутативное тело характеристики 0, а K[X]— 
алгебра многочленов от одного переменного над телом К (Алгеб- 
pa, гл. IV, $ 1, n°2); на протяжении всего этого параграфа под 
оператором в К [Х] мы будем понимать любое линейное отобра- 
жение U векторного пространства А [X] (относительно К) в себя; 
а поскольку одночлены Х“(п> 0) образуют базис этого прост- 
ранства, то U определяется заданием многочленов U (X"); точнее, 


если f(X)= 2 ЛьХ", где A,EK, το = 2 MU (X*), 


Если С есть коммутативная алгебра над телом К, имеющая 
единичный элемент, то С-модуль G[X] получается путем расши- 
рения С тела скаляров К векторного пространства К [X]; следо- 
вательно, всякий оператор U в K[X] продолжается единствен- 
ным образом в линейное отображение С-модуля G[X] в себя, 
которое мы снова обозначим А U ra. 111, 8:2, 


n° 1); для любого элемента g (X) = 62 γαΧ᾽, где Y:EG, имеем 


(= Σ 0 X. 


Рассмотрим, в частности, случай, когда G=Ä[Y]; тогда G [X] 
будет кольцом К [Х, У] многочленов от двух переменных над 
телом К; во избежание путаницы будем обозначать через Uy 
продолжение U на G[X]. Таким образом, для любого MHOTO- 
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члена g(X, = Σ va (Y)X, где yz MEI имеем Их (8) = 
-Σ ya(Y)U(X"). Так как отображение Их линейно, To оче- 
видно, что, положив g(X, => Br (X) У", получим Uy (g) = 


= SU (Br) У". 
h=0 


Посредством канонического изоморфизма K[X] на K[Y], 
который элементу Х ставит в соответствие У, оператор U npe- 
образуется в оператор К [У], который мы, во избежание всякой 
путаницы, обозначим через Uy, и значит, Оу (] (У)) есть много- 
член, полученный путем замены X на Y в многочлене U (f (X)) = 
=U, (1 (Х)). Этот оператор Uy в свою очередь может быть про- 
должен в оператор (обозначаемый снова через Uy) в К [Х, У]: 


если g(X, У) = >) Pr (Х) У", то в этом случае Uy(g(X, У)) = 
h=0 


= 2) В (X) Ur (¥"). 
h=0 | 


В качестве примера этих продолжений приведем оператор dug- 
ференцирования D в K[X] (Алгебра, гл. ТУ, $ 4), который задается 
в К [Х, Y] операторами частного дифференцирования Dy и Dy. 


Для любого многочлена JEK[Ä] через Ту(]) обозначим 
многочлен f(X+Y) из K[X, У]; отображение Гу есть К-линей- 
ное отображение К [X] в К [Х, У], называемое оператором сдвига. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Говорят, что оператор U в K[X] есть 
оператор композиции, если он перестановочен с оператором 
сдвига, то есть если UxTy =TyU x. 


Иными словами, если {— произвольный многочлен из ΚΙΧΙ 
и если г=0 (р, то должно выполняться условие &(Х- У) = 
=Ux(f(X+Y)). | 
Из этого определения сразу вытекает, что для любого MHOTO- 
члена } (Х) СК [Х] (в обозначениях, введенных выше) справедлива 
формула 
Ux (f(X+Y))=Uy (f (X+Y)). (1) 


KR en EEE 
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Примеры. 1) Для любого À € K оператор, который всякому 
многочлену /(X) ставит в соответствие многочлен F(X--A), есть 
оператор композиции. 


2) Дифференцирование D в K[X] есть оператор композиции (см. 
предложение 1). 


Замечание. Так как К— бесконечное тело, то для того, 
чтобы оператор U в K [X] был оператором композиции, необходимо 
и достаточно, чтобы для любого многочлена ГЕК [X] и любого эле- 
мента @ € К, если положить г = 0 (f), имело место равенство g (X +-a)= 
=U (1 (Х-Ра)) (Алгебра, гл. ТУ, 8 2). 


Ясно, что всякая линейная комбинация операторов компози- 
ции с коэффициентами из К есть оператор композиции; TO же 
самое имеет место и для произведения двух операторов компози- 
ции. Иными словами, операторы композиции образуют подалгебру 
Г алгебры эндоморфизмов векторного пространства К [Х]. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Для того чтобы оператор U в ΚΙ|Χ] был 
оператором композиции, необходимо и достаточно, чтобы он 
был перестановочен с оператором дифференцирования De К[Х]. 


В самом деле, формула Тейлора показывает, что для любого 
многочлена JEK[X] 


Ux({(X+Y)) =Ux (У Υ̓Ρ (2) ) = Σ 7 YU (0 (0); 
Е 


k=0 =0 


если положить g =0 (f), то 


; oo OO 
g(X+Y)= D Ур (X)= Σ в УРА UHR); 

k=0 | k=0 
тогда для того чтобы оператор U был оператором композиции 
при любом целом k > 1, должно выполняться равенство U D* = DU 
и, в частности, UD— DU. Обратно, если это соотношение вы- 
полняется, то из него индукцией по Ё получается соотношение 
("= 0*0; в этом случае формула Тейлора показывает, что 
g(X-+Y)=Ux(f(X+Y)). 

Для любого многочлена fEKIX, Y] обозначим через U, (f) 
член многочлена Ох (]), не зависящий от X; в частности, если 
fEK[X], то U,(f) есть свободный член многочлена U (f), а О, — 
линейная форма в K{X]. Пусть для любого многочлена 
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feKIX] umeemg=U (f); тогда, согласно определению 1, 
g(X+Y)=Ux({(X+Y)) = Ur (>) п X*D4(Y) )= 
- ᾱ--0 


=>) U(X) δή), 
~ R= 
и если в этой формуле заменить Х на 0, то получим 


ἘΚ 
g(Y)= >) Us (X") D* f(Y). 
h=0 
Таким образом, ясно, что 


co 
U (f(X)) =D) τ aD"? (X), | (2) 
h=0 
где и» — свободный член многочлена U (Х"). 

Эта формула показывает, что задание U, полностью опреде- 
ляет оператор композиции U; обратно, если (Mn) есть произволь- 
ная последовательность элементов из А, то формула (2) опреде- 
ляет оператор U, который, очевидно, перестановочен с D и, сле- 
довательно (предложение 1), является оператором композиции. 
Впредь мы будем записывать формулу (2) в виде 


co 
1 

U = >) ΓΙ и”. (3) 

k=0 
Эта формула с точки зрения топологии имеет следующее истол- 
кование: если рассматривать К [X] с дискретной топологией, 
а алгебру Z(K[X]) эндоморфизмов алгебры K[X]—c топологией 
простой сходимости в К [X] (Общая топология, гл. X, $ 1, n° 3), то 


ряд с общим членом сора коммутативно сходится в L& (K [X]) 


и имеет сумму U (Общая топология, гл. III, § 4, n° 7). 


Формула (3) показывает, что всякому формальному ряду 


O9 


и (5) = >) a,S* от одной переменной над телом К (Алгебра, 
k=0 
гл. IV, $5) можно поставить в соответствие оператор композиции 
co 
(= >) 0,D*, который мы впредь будем обозначать через u (D). 
k=0 


Это замечание допускает следующее уточнение. 
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ТЕОРЕМА 1. Отображение, которое всякому формальному 


© 


ряду u(S)= У a,S" от одной переменной над телом К ставит 


co 


в соответствие оператор композиции, и (D) = У a,D* в KIX], 
k=0 


есть изоморфизм алгебры K|[S]]| формальных рядов на алгебру 
Г операторов композиции. 


Сразу же убеждаемся в том, что это отображение есть пред- 
ставление. Следовательно, все сводится к тому, чтобы показать, 
что оно взаимно однозначно, или, другими словами, что соотно- 


ου 
шение > a,D"=0 влечет о, =0 для любого k; но hla, есть 


k=0 
свободный член многочлена, получающегося в результате приме- 
O9 : 
нения операции >) a,D" к X”, откуда и следует теорема. 
k=0 


Следствие. Алгебра Г операторов композиции в К[Х] ком- 
мутативна. 


Пример. Если U есть оператор, который всякому MHOTO- 
члену f(X) ставит в соответствие ]»(Х-А) (где ЛЕК), то 


Uy (Х") = ^^, и, значит, U = >. Qu) По аналогии с разло- 
k=0 
жением в ряд функции 6" (гл. Ш, 8 2, n° 1) мы будем через e° 


со 
или через ехр (5) обозначать формальный ряд > Se в кольце 
h=0 
К [[S]]; следовательно, можно написать U = el, Заменив в этом 
рассуждении тело К телом рациональных дробей К (У), получаем 
также, что оператор сдвига Ty можно записать в виде eYD, 
Отметим, что в кольце К [[S, 7]] формальных рядов над К 


относительно двух переменных имеет место формула 
SPTY 


(exp 5) (exp Τ)-- 2) Ir = 


(рут + (реет ὦ 
n=0 
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и, в частности, формула 
(exp 5) (ехр(—5)) =1, (5) 


что оправдывает введенное обозначение. 


Схолия. Изоморфизм алгебры К [[S]] формальных рядов 
с алгеброй Г операторов композиции в K|X] позволяет иногда 
доказывать более простым путем предложения, относящиеся 
к формальным рядам, доказывая их для операторов композиции, 
соответствующих этим рядам (см. предложение 6). 


2. Иногочлены Аптеля, У 
оператору композиции 


[ο ο) 


Пусть имеется оператор композиции U = >) a,D"* = 0, и пусть 
k=0 


р-— наименьшее целое k, для которого ах 5Ε 0; будем говорить, 
что р есть порядок оператора U, 


ПрЕдложЕНИЕ 2. Всякий оператор композиции порядка 0 
обратим в алгебре Г операторов композиции в KIX]. 


В самом деле, формальный ряд = a,S", для которого αρ Æ 0, 


обратим в кольце К [[S]] ое гл. IV, $5, предложение 4); 
следовательно, доказываемое предложение вытекает из изомор-. 
физма между К [[5]] и Г, установленного теоремой 1. 


ПрЕдложЕНИЕ 3. Густь U— оператор композиции порядка р; 
для любого многочлена |, степень которого меньше р, U (р =0 
для любого многочлена [5:0 степени n>p имеем, что U(f) 
есть не равный 0 многочлен степени п— р. 


Это предложение является прямым следствием формулы (2) 
и определения порядка оператора U. 
_— Ясно, что всякий оператор U порядка р может быть запи- 
зан единственным способом в виде U=D?V—VD?, где V есть 
оператор порядка O (то есть обратимый). 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 2. Лусть 0 = DPV — оператор композиции по- 
рядка р в KIX]. Многочленом Аппеля порядка п, соответ- 
ствующим оператору U, называется многочлен Un (Х) = "1 (Х"). 
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OO 


Если У "= > = B,D" (с Bo 0), το 
k=0 


un (X) = Σ Cale owe (6) 
k=0 


Таким образом, установлено, что Up есть многочлен степени п 
(предложение 3) и что, кроме того, 


Un (0) = В». 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Многочлены Аппеля, соответствующие U, 


удовлетворяют COOMHOWCHUAM 


dun 


ах = ПИп-1, (7) 

un(X+¥)= D (+ ) wna (A) VE, (8) 
k=0° 

U (tp (X)) = my A. (9) 


В самом деле, эти формулы соответственно равносильны сле- 
дующим соотношениям (с учетом определения 2): 


DV=VD, (10) 
(exp (Y Dx)) Ух = Vx exp (YD,), (11) 
ПУР. (12) 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Для любого многочлена FEK|X] и любого 
оператора композиции U порядка р справедлива формула 


fe (ху) = D EU (J (Х)) un (У) (13) 


k=0 
(обобщенное разложение Тейлора). 


В самом деле, если положить U = DPV =VD?, то (формула (1)) 
x : A 
VX +Y)=Vr((X+Y)= > Du) (44) 
! k=0 | 
на основании формулы Тейлора и определения 2; для того чтобы 
получить формулу (13), достаточно применить оператор Их 
к двум крайним членам формулы (14). 
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3. Производящий ряд многочленов Аппеля 


Пусть Е — кольцо формальных рядов от переменной S с коэф- 
фициентами из кольца многочленов X [X] (Алгебра, гл. ТУ, § 5), 
или, другими словами, кольцо формальных рядов g(X, ©) = 


= 2 An (X) 5”, где On принадлежит К [Х]. Определим для любого 
n=0 
оператора U в K|[X] отображение Их кольца E в себя, положив 
Ux(g(X, 5)) = >) О(а,) 5”. Ясно, что Е есть модуль над коль- 
n=0 


цом K[[S]] формальных рядов от S с коэффициентами из К; 
на основании линейности оператора U в K [X] сразу получаем, 
что Ох (0g) = 0U x (2) для любого элемента 0 Е К [[S]] и любого gE E; 
иными словами, Uy есть линейное отображение модуля EB себя. 


ПрЕдложЕНИЕ 6. Пусть U — ОРУ =и(Р)— оператор компози- 
ции порядка р в K{[X], причем и(5) есть формальный ряд 
порядка р в Κ||5}]. Тогда справедливы формулы 


Ux (exp (XS)) = и (5) -ехр (XS), (15) 
(8) XP (As): >, ae (X) Sr, (16) 
n=0 | 


где Un — многочлен Аппеля порядка п, соответствующий U. 


На основании схолии из теоремы 1 (п°1) для доказательства 
формулы (15) достаточно показать, что для любого многочлена 
1(У)Е КГУ] выполняется равенство 


Ux (exp (XDz) (f (Y))) =u (Dy) (exp(XDy)(f(¥))). (17) 


Но левая часть в формуле (17) равна Ux(f(X-+Y)), a так 
как U =u(D), то правая часть формулы (17) равна Uy(f(X-+Y)), 
так что тождество (17) сводится к (1). 

Далее, для получения формулы (16) достаточно применить (15) 
‚ Ор 


к оператору композиции ΥΓῚ — (р), 


так как, по определению, 


У * (exp (Х5)) = >, 3 AS". 


n=0 
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Отметим, что формулу (16) можно также получить, перемножая 


SP 
формальные ряды wis) и exp (XS) с учетом формулы (6). 


Говорят, что формальный ряд (16) есть производящий ряд 
многочленов Аппеля, соответствующих U. 


4. Многочлены Бернулли 


Рассмотрим оператор композиции U, определенный равенством 
U (f (X)) =f (X+1)—7f (X); 


можно написать, что U=eP—-1 (n°1, Пример); порядок этого 
р 
Pt 


оператора равен 1, и если положить U — DV, то Vi= 


Многочлен Аппеля степени п, соответствующий оператору U, 
называется многочленом Бернулли степени п и обозначается BP, (X); 
если положить ἔῃ = В, (0), то будут иметь место формулы 


Ph (X) = > Fe, BOX, (18) 
Re 
Σ.Β... д 
в—= У В» (Х) 5", (19) 
n=0 


Po Σ τ b,S?. (20) 


Формулы (7) и (9) дают для многочленов Бернулли соотнс- 
шения 


ae oo (24) 
В, (X +-1)— Ba (X)=nX?: (22) 


В частности, для n>1 справедливо равенство B, (1)— 
— В, (0)=0, которое, с учетом формулы (18), дает рекуррентное 
соотношение | 


n—1 
2 (5 b,=O0 . (uan>t1), (23) 


т=0 
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позволяющее вычислять последовательно значения b,. Эти числа, 
очевидно, рациональны; а так как 


в es +1 
е8—4 — 2 2 е9—1 
и (формула (5)) 
& 8-1 Fa es 1.1 
«πι 8—1, 
то ясно, что все члены нечетной степени формального ряда 


5 6541 
2 Sa имеют коэффициентами нули; следовательно, 
e nn 


b=1, = — 5, ben1=0 для n>1. (24) 


Рациональные числа bo, (п > 1) называются числами Бернулли; 
в $ 2 мы покажем, что 6 имеет знак (—1}" 1, Для первых 
значений n формула (23) дает 


1 1 1 1 5 
b= =, b= =a: ὄρ = 15, 68= — 5 ; bio = » 
691 7 
62 = — a ὑμ--: 


5. Операторы композиции над фунециями 
действительного переменного 


Пусть J — интервал из В, содержащий интервал В, = [0, + oof; 
пусть Е— векторное пространство над телом С, состоящее из 
определенных на J функций действительного переменного с ком- 
плексными значениями. Предположим, что для любого a >0 
и для всякой функции JEE функция х->](х фа) принадле- 
жит Ё; кроме того, предположим, что Ё содержит сужения на / 
многочленов с комплексными коэффициентами и показательных 
функций ed, где À — произвольное комплексное число. Операто- 
ром на Е будем называть всякое линейное отображение U προ- 
странства Ё на пространство всех отображений интервала / в тело С 
комплексных чисел; если {ЕЕ и g=U/(f), то в этом случае 
удобно будет употребить обозначение 


g (x) = UE (1 (E)), 
где, следовательно, & есть немая переменная в функциональ- 
ном символе правого члена (см. гл. II, $ 1, n° 4). Для любого. 
23 H. Бурбаки 


304 ° ОБОБЩЕННЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ ТЕЙЛОРА гл. VI, $ 4 


а> 0 оператор, относящий всякой функции fC EK сужение на / 
функции x —> f(x а), называется оператором сдвига на а. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Говорят, что оператор U в Е есть опера- 
тор композиции, если для любого a> он nepecmanosouen с опе- 
ратором сдвига на а. 


Используя введенное выше обозначение, это определение 
можно выразить тождеством по x ma (zEI, a>0): 


Ur. (1()) = US ((Е-На)). (25) 


В этом тождестве, при условии х>0, можно поменять местами 
2 U a, а затом положить а=0; тогда для любого x > 0 получим 


Us (f (&)) = U5 (f (E+2)), (26) 


где U,)—uaunetinas форма в Е, которая всякой функции ЕЁ 
ставит в соответствие значение g(0) функции #=0 (f). 
оо 
Если [— многочлен, то f (§+2)= D 100 (E) αἲ и, стало 
k=0 
быть, формула (26) показывает, что О (1) — многочлен; сужая 
оператор U на множество многочленов от 2 с коэффициентами 
из С (множество, которое можно отождествить с алгеброй С [Х]), 
получим, что U есть оператор композиции в смысле определе- 
ния 1 и что к нему применимы все результаты предыдущих 
пунктов. 

Обозначим снова через U, многочлены Аппеля, соответствую- 
щие оператору U. Обобщенному разложению Тейлора много- 
члена (формула (13)) для более общих функций COOTBETÉTBYET 
следующий результат: 


ТЕОРЕМА 2. Пусть f— функция, имеющая na I непрерывную 
(n--1)-0 производную и принадлежащая Е вместе со всеми 
своими производными К”) при 1<m<n. Если Ир— оператор 
композиции порядка p<n в Е, то для x>0 и h>O справед- 
лива формула. 


[» (oh) = У um (2) VEG (©) В (а, h), CD 


m==0 
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где 
E—x—h 


Ry (a, b= —UR( | шьет (E—n)dn) (28) 
0 


(обобщенное разложение Teünopa). 
E—x—h 7 
Рассмотрим интеграл \ <7 Un (2 -- N) fr -1) (E—n)dn, опреде- 
0 | 


ленный для всех ξΕΙ, и применим к нему формулу интегри- 
рования NO частям‘ порядка п es II, $ 1, формула (12)); при- 


нимая во внимание соотношения US =n (п— 1)... (n—k+ Тиль, 
получаемые из (7) индукцией, выводим, что 
E—x—h 


| gp un (+) № (Em) άη-- 
0 


Е -3; гит (г) IO (8) — У прин К (1). (29) 


m=0 


Применим оператор U к обеим частям формулы (29), paccma- 
триваемым как функции от §, а затем возьмем значение функ- 
ции, полученное для значения Ah переменной ξ; замечая, что 
согласно формулам (26) и (9) 


Ui, (Um (& —h)) = 05 (Um (E)) = 


получаем окончательно формулу (27). 


О для ms p, 
р! для т=р, 


6. Индикатриса оператора композиции 


При тех же предположениях, что и B n°5, EHER K функ- 
ции е^^ формулу (26), получаем 


UË (et) = ζῇ (ελπελὲ) — ем (ελξ) — и (A) er, (30) 
где полагаем и (^) = 0$ (2^?). Говорят, что функция u (À), опреде- 
ленная на С и принимающая комплексные значения, есть ин- 


дикатриса оператора композиции U. Отметим, что если суже- 
ние оператора U на кольцо C[X] многочленов равно ряду 


O9 


D? > a,D" (теорема 1) (который мы в n° { обозначили через u (D)), 
n=0 , 


23* 
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то ряд с комплексными членами, общий член которого имеет 
вид O,A™*?, не обязан сходиться для NAO, и даже если для 
некоторых значений Л он сходится, то его сумма не обязана 
равняться индикатрисе u(A) оператора U (упражнение 2). 
Будем говорить, что оператор композиции U является регуляр- 
ным, если в С существует такая окрестность 0, что в этой 
окрестности ряд с общим членом GAP абсолютно сходится 
и имеет сумму, равную индикатрисе u (À) *). 

Применим формулу (27) к функции. e*, положив h—O; 
поскольку D™ (ed) = Тем, то US (D™ (e%)) = Lu (A); таким обра- 
зом, для любого комплексного A, для которого и (A) # 0, получаем 


τι &-х 
Аре^х m BE Е è 4 я 
mi 0 
и, в частности, для х=0, 
ae anti 
m -Σ Bom u — u) AE AD : van) (62) 


Ви. (0). 


Если О есть оператор, регулярный, то для любого ЛЕС, для 


которого степенные ряды и (À) = > AnA+P u >! Br La абсо- 
п=0 n=0 

лютно сходятся **), из формулы (16) и из формулы для про- 

изведения двух абсолютно сходящихся рядов (Общая топология, 

гл. VIII, $ 3, предложение 1) следует, что 


(33) 


Τι 
г 


арх 
Ау: - 2 Pr 71 


Точно так же, в силу того что разложение в ряд Тейлора 
функции 6: абсолютно сходится для любого ЛЕС и любого ЕС 


*) Позже мы будем изучать ряды, общий член которых имеет вид 
Cnz” (с, EC, zEC) и которые называются степенными рядами; в частности, 
мы покажем, что если такой ряд абсолютно сходится при 2=20, TO он 
нормально cxodumca для | Z| < | 20|. 

**) Из теории степенных рядов вытекает, что если один из этих рядов 
абсолютно сходится в некоторой окрестности ТУ точки 0, то другой 
абсолютно сходится в некоторой окрестности WCV точки 0. 
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(гл. Ш, $ 2), мы получаем (формулы (6) и (16)) для всех рас- 
сматриваемых значений A и для любого ХЕС 


АР Ах Er in 
ΠΤΙ -- Σὶ ον (9 ἦτ. _ ϐ9 
n=0 


Замечание. Формулу (33) (соответственно (34)) можно исполь- 
зовать для вычисления βῃ (соответственно U, (x)), применив следу- 
ющую лемму из теории степенных рядов: 


oo 


(ee) 

Лемма. Если два степенных ряда > δῃρῦ'. 16 ps dni” ab6co- 
n=0 n=0 

лютно сходятся для любого À u3 некоторой окрестности 0 и если для 


co OO : 
u Te 
этих значений \ > CnÀ = >; dn\", то Cn—=dn для любого целого 
n=0 n=0 
п>0*). 
Если можно каким-нибудь способом получить сходящийся 
АР 
степенной ряд, равный и (A) 7 некоторой окрестности 0, то коэффи- 
циенты этого ряда равны βῃ. Именно такой прием мы и будем 
использовать в нижеследующих примерах. 


Примеры. 1) Если U тождественное отображение, TO 

и (A) =1 и оператор U, очевидно, регулярен; а так как ив (2) = x", 

то формула (27), если положить t—E—h, записывается в виде 
п xth 


Fat D Lo (ent À о ERO a, 


Fe) h 


то есть сводится к формуле Тейлора (ra. II, $1, n°6). 


*) Эта лемма представляет собой частный случай одного общего ре- 
зультата, который мы докажем позже; приведем ее доказательство. Если 


OO 
степенной ряд У δηλ. абсолютно сходится для A—=Ag, то при любом 
п=0 
= 
целом k>0 ряд Σ Cnıkk нормально сходится Гдля [^| <|№|, и зна- 
n=0 | 
чит, его сумма непрерывна на этом круге (Общая топология, гл. Х, $2, 
09” ` 
теорема 1); отсюда заключаем, что > enh =0 (^^) в окрестности 0. 
n=k-1 
Тогда лемма получается из условия единственности коэффициентов асим- 
птотического разложения функции по A (гл. V, $2, n°2). 


358 ОБОБЩЕННЫВ РАЗЛОЖЕНИЯ ТЕЙЛОРА ГЛ. VI, $ 4 


2) Возьмем в качестве U оператор композиции, который вся- 
кой функции f, определенной на R,, ставит в соответствие функ- 
цию z— f(x +1) —f (x); следовательно, US (f (§)) =f (cx +1)—f (2); 
мы показали (n°4), что сужение оператора U на C[X] равно 
е? —1. Так как, с другой стороны, и (À) =е^—1, то оператор U 
регулярен; в $ 2 мы покажем, как можно определить числа 
Бернулли ἔῃ, вычисляя разложение в сходящийся степенной ряд 


функции & = Применяя формулу (27) к функции, примитив- 
e — 


ной для функции f, получаем 
h+1 
(+= \ ое 


h 


+ У Вы (2) (O0 (HN FD M)HRn(,h), (35) 
m=1 
где 
1—x 


Ry (2, h) = — | EE о 1 — mn) dn + 
0 


+ \ ευ (h—n)dy. (36) 
0; 


*3) Пусть Е— векторное пространство функций f, опреде- 
ленных и непрерывных на В и, кроме того, удовлетворяющих тому 
+9 82 


—— 


условию, что интеграл }(α |- ἓ) ὁ x dé сходится при любом x > 0. 


Следовательно, оператор U, определенный равенством 
зо": 62 
Е \ < £) d 
et )= van e } (x+&) dé, 


определен в Æ и является, очевидно, оператором композиции. 

Пространство E содержит все показательные функции ex (A — про- 

извольное комплексное), причем 

ne - 42 +oo (§—A)2 12 

о а pie = 

u(A) = —— e ds eee e de =e 
VY 2 = V 2x | 


(см. гл. II}, § 1, упражнение 24 и гл. VII, $1, формула (22)). 
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1 re À 
Имеем па, = 06 (Er) = van \ e : En de. Для любого целого п 
со 


можно написать, что 


te Е НА 
di<2 \ e dé. 


= 
-ᾱ AAG)" 


ni можно почленно интегрировать на В 


| O9 

\ 
Поэтому ряд > e 
n=0 
(гл. II, $ 3, cnenctsue 1 из предложения ὃ), что показывает, что 


CO 


ряд У, Anh? абсолютно сходится при любом À ЕС и имеет сумму, 


‚п=0 
^2 со 
= 20 5 
равную и (^)=е = —5т| > Следовательно, U — регулярный опе- 
n=0 - 
ратор. Применение сформулированной выше леммы показывает, что 


Gm ann] : Qon4,==0 для любого n > 0; значит, оператор U имеет 
2 со 
“a ee Te eg Ce a 
порядок 0. Имеем — ES =e ar Inn] > THe ряд абсолютно 
n=0 
сходится при любом A ЕС; повторное применение леммы показывает, 
O9 
(— 1)” (2n)! Bar 
что Pon = on nr Bon+1 0; кроме того, ряд >) ni Un (x) 
n=0 
абсолютно сходится для любого À Ec m любого хЕВ и 


со 


Rz an (1) =ехр (-++ λα) = exp (+) exp ( 0-2) : 


n=0 


2 
x2 
Стало быть, применяя формулу Тейлора к функции exp ( an >) : 
получаем следующее выражение для многочленов Un (x): 


2 
n pon 


n > d RE 
μμ ία)----1}! ет“). 


Этот многочлен называется многочленом Эрмита порядка п 
и обозначается чаще всего через H, (x). Формулы (7), (8) и (9) в этом 
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случае дают 


Н 
= =nHy_, (2), 


dx 
ные = D (ь ) Haale", 
k=0 
too ΒΒ 


1 2 
ΤΑ. Hale + Bato, 
—oo 
и формула (27) N ho ἐς принимает вид 


rar à ( ve ? jm as) M — 


+00 Fin — (Е) 
м . 
sé \ 45 re "gm -Εξ--η)άη 
— 00 0 


7. Формула суммирования Эйлера — Мавклорена 


Заменим в формуле (35) x на 0, ah на 2; так как By, (0) = dm, 
то из соотношений (24) следует, что для любого целого p>O 
x+-1 


1) = \ Wa —Z(F(e+1)—F(@)+ 


+2 ik (AO (w+ 1) — JOY (x) + Rp (a), (87) 


где 
1 


Ry (@)= ЕЕ \ Bapu (t) КР (241-04. (38) 


Заменим в этой формуле последовательно x на х-- 1, х-2, ..., 
xtn и полученные формулы сложим почленно; получим 


A INE -+f(t+n)= 
x+n+1 


> \ f()dt— + (f (e@+-n+1)—f (x) + 


x 


ef Σ oak | (DE +-n+41)— fe) (2)) + Ть(х,п), (39) 
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где 
7 1 п 
Γρ(α, = — nr | Выры (t) ( У {222 (e+k+1—1) }4ψ. (40) 
0 k=0 


Остаток T,(z,n) в этой формуле может быть записан еще 


следующим образом: обозначим через Boss: (1). периодическую 
функцию с периодом 1, равную В. 1 (1) на интервале [0,1[._ 


Тогда 
1 k-+-1 
\ Вора (t) [551 (x tk+1—1) dt = \ Bopis (1 — 8) [55Τ0 (w+ 5) ds 
0 В 
и, следовательно, 
7 n+1 shee 
Τρία, = — РОГ Bopu (1-9) F2 (xs) ds. (41) 


Формула (39) называется формулой суммирования Эйлера — 
Маклорена; она применима к любой комплексной функции, 
имеющей (2p--1)-m непрерывную производную на интервале 
[%, + ool, т. е. для любого 2:20. В$ 3 мы покажем, как можно» 

оценить сверху остаток Τρ(α, п) в этой формуле. 
Упражнения. 1) Пусть К-—тело характеристики 0, U 
и V— два оператора композиции в K[X] и W—UV—VU; пусть, 
далее, (un), (Un), (ш„)— последовательности многочленов Аппеля, 
соответствующие U, У u W. Доказать, что если р— порядок u, то 


u(P) (X)= >” вирь (X) Vo (ur), 
aC) 


wy (ХУ) = Оку 
У (+) 


2) Пусть Е — векторное пространство над телом С, порожденное 
функциями х” (п Е М), е^х (ЛЕС, AO) и| х—в | (В ЕВ). 

а) Показать, что вышеуказанные функции образуют базис про- 
странства Е. 

6) Пусть О — оператор композиции, определенный в E при по- 
мощи условий us (Εξ) =(n!)2, U (ex) = г^Х для 140, U (| x+y |= 
—=|х- и | для we R. Тогда индикатриса u(A) есть постоянная, рав- 
ная 1, но ряд с общим членом п! À" не сходится ни при каком зна- 
чении AO. 
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в) Пусть V—onepatop композиции, определенный в E при по- 


мощи условий V (x")—x", У (| хи |)=| х-ц |, У (e**) —0 для 0; 
тогда индикатриса u (À) равна 1 для À—0, 0 для AO и, значит, 
(ee) 
отлична от суммы ряда >) ah", где On = (ER). 
nV 
г) Пусть W—onepatop композиции, определенный в Е условия- 
ми И’ (хп) = хп, И (Е) = Ах, γγ (| х-- в |) = ο ΓΜ; показать, что VW 
—WV. | 
3) Пусть К — тело характеристики 0. Говорят, что эндоморфизм U 
алгебры К [X, Y] многочленов от двух переменных X и У над К есть 
оператор композиции, если, полагая для любого многочлена 
ТЕК [Х, У] g=U(f), будем иметь g(X+S, Y+T)=Ux,y (f(X+ 
+S, У--Т)), где δ и Т—новые переменные. 
а) Обобщить на эти операторы предложение 1 и теорему 1. Вы- 


S+T ST 


вести отсюда новое доказательство формулы e =ee. 


6) Определить многочлены Аппеля Um,n и обобщить предложе- 
ния 4, 5 и 6 на операторы композиции вида Ру Ду и (Dx, у), где 
свободный член формального ряда и отличен от нуля. 

в) Рассмотрим, в частности, оператор композиции U, опреде- 
ленный равенством 

U (FX, У) (Х +1, Y+1)—F (X, Y+4)—F (X+4,Y) +7 (X, У); 
многочленами Бернулли называют и обозначают через Ви,» много- 
члены Аппеля, соответствующие этому оператору. Показать, что 
Brin (X, У)= Вт (Х) Bn (У). 


$ 2. Эйлеровы разложения тригонометрических функций 
и числа Бернулли 


1. Эйлерово разложение фунеции εἰσ 


n 


b 
Согласно формуле (20) из $ 1 числа „и! Являются коэффи- 


τ S 
циентами разложения в формальный ряд функции er В ЭТОМ 
ет — 


2 
параграфе мы докажем, что функция =—1 Равна сумме степен- 


ного ряда, абсолютно сходящегося в некоторой окрестности 0 
в С; отсюда и из леммы, сформулированной в $ 1, n°6, полу- 


чим, что коэффициентами этого ряда будут числа откуда 


In 

п! ? 

выведем оценки сверху для чисел Бернулли Dy. 
Во-первых, отметим, что 


Baste Z BO dee A 2232 iz 
а eS a Tae 2 BEE (D) 
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Ниже мы получим разложение в ряд функции ctgz, спра- 
ведливое для любого 2, отличного от значений, являющихся 
целыми кратными числа π. | 


ПрЕдложЕНИЕ 1. Для любого комплексного числа 2 и любого 
целого п имеем 


sin nz = 2" 151 251 (2 +=) sin (2+)... ‚sin (2 +) 
τς 


Действительно, можно написать, что 


: eniz __ e—niz e- ni? (e2niz — 4) 
sın nz --- -------------------------- DO 


2i - 2i 
tt _ 2(n-1) in 
e—Ntz (e212__ 1) (e2i2_e п ) es (ezir_e n 
= Asinzsin (2+ = ) НЕЙ (2 HR IE) 5 
где 
AIT д 
; (14 2+# — ath oh 
Ai) "2 Reiner a ac (Diy Se ap oe OE 
СЛЕДСТВИЕ 1. Для любого целого п имеем 
ἜΤ Зы . (n—1)n n 
sin 7 91 RR sın en HR I $ (3) 


Разделим обе части формулы (2) на Sinz и устремим 2 к 0. 


Следствие 2. Для любого целого нечетного п=2т--1 и аю- 
6020 комплексного числа Z такого, что NZ не является целым 
кратным числа π, справедлива формула 


ста = (—1)" сошло (2+1)... ctg (2 3 ----). (4) 
В самом деле, sinn( 2+ )=sin (nz+%+4mn )=(—1)"cosnz, 
x SL : 
π 
откуда, заменяя в формуле (2) 2 на 2-5, получаем 


cosnz=(— 1)"2" cos z cos (2 2 — г)... cos(2 HS ΠῚ 2) 


и формула (4) вытекает из формул (2) и (5) путем их почлен- 
ного деления друг на друга, когда sin из = 0. 


} 
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B дальнейшем мы будем предполагать, что п = 2m + 1 — всегда 
целое нечетное; формулу (4) можно также записать в виде 


ctg nz =(— 1)" > tg (2). 


k=—m 


1+tgz ig = 
Ho ctg (2 ак: = —— для конечных tg 2; следовательно, 


tr 
ctg nz как a от u=tgz является рациональной дробью, 
числитель которой имеет степень п —1, а знаменатель есть мно- 
гочлен степени п, имеющий п простых корней tga разлагая 


эту дробь на простейшие, получаем 
т 


ctgnz—= >, — (6) 


k=—m gs pee 


где 


à ( kx ) 

; cos nzsin ( ᾱ---- 
y= lim eig nz (tez—te и) = lim ee eee ge 
2> „„ № sin nz cos z cos — 

n n 
cos nh ait." 1 
kn kn \ sinnh = kn 
h>0 cos — cos (+ n cos? — 
n n n 
откуда, отбросив в формуле (6) член, соответствующий k — (0; 
объединив члены, соответствующие противоположным значениям А, 


2 
и заменив Z на — , получим формулу 


Z 
ΤΗ 2n tg — 
1 n 
ET ne Na EN 
Sn Kr ER En) — n 


справедливую при всех комплексных значениях Z, не являющихся 


(7) 


Jt 
целым кратным 5. Эту формулу можно записать в виде 


O9 


tps --:Σ υμί(η, 2), THe v,(n, α)--0 для k>m 
πίβ-- p= 


2n tg — 


ов (п, 2) = — 
> easel — "(nt =) — -(n sin =) 


ππη; LE EM: 
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Мы покажем, что для любого 2, содержащегося в компактном 
подмножестве К пространства С, не содержащем целых крат- 
ных л, и для любого достаточно большого нечетного n ряд 
< общим членом Uz(N, 2) нормально сходится. В самом деле, 


5 
когда п стремится к -- 00, ntg — равномерно стремится к 2 на a; 


и значит, найдется такое число MO, что Intg = |< М для 


любого достаточно большого целого т и любого ЕК. С другой 


+2 


π sin æ 
CTOPOHBI, для OS r< > uMeemM —— > 1 — 


Κε-..-.Κπ 
1<k<m имеем nsin Fe à σ᾽ 
больших т и для любого целого А, удовлетворяющего условию 


2M 
k2rı2 m2 ; 


1 
> M, значит, для 
следовательно, для достаточно 


π 
— > M, имеем |v; (п, 2)| < что и доказывает наше 


— — 


утверждение. Для любого фиксированного А при п, стремящемся 


22 
=. Таким 


к +0, г» (п, 2) стремится (равномерно на К) к as ane 


образом, справедлива 


ТЕОРЕМА 1. Дия любого комплексного числа 3, не являюще- 
2004 целым кратным п, νας формула 


N, a (8) 


mT 


причем ряд, стоящий в правой части, ‘нормально сходится Ha 
любом компактном множестве КС С, не содержащем целых 
кратных п (эйлерово разложение функции ctg 2). 


2. Эйлерово разложение фунеции sin? 


Для любого целого нечетного n=2m-+-1 и любого комплекс- 
ного 2 формула (2) может быть записана в виде 


k=m 
sinnz = (— 1)" 2771 № sin (2—9) = 


В=—т 


= (— 1)” 27-1 зщ 5 I sin (==) вон. < 
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Ho 
; kn Be Кл ; “> KR 
sin (2%) sin (24-55) — sin*z — sin? — 
À eg n 
и, в силу (3), 


т 
= „kn. n 
Η n “a. nr! 

k=1 


2: 
откуда, заменяя 2 Ha τ. получаем, что 


: 2 
; να sin? — 

sin z=nsin — |] 1 — ——__ |. (9) 
n Pe ni 
#—4 sin? —— 


Эту формулу можно записать в виде 


т 
. . 5 
sinz=nsin — Η (1—w; (п, 2)), 
k=1 
| sin? — 
где шь (п, 2) =0 для k>m и w,(n, ang для 1<k<m. 
sin? — 


Мы покажем, что для любого 2, содержащегося в компакт- 
ном множестве А из С, и для любого нечетного п ряд с общим 
членом wr(n, 2) нормально сходится. В самом деле, ког- 


да п стремится к co, выражение n sin — равномерно стре- 
мится к 2 на множестве К, и значит, найдется такое М >> 0, 
что Insin - |< М для любого целого m и любого zEK. Кроме 
того, в ходе доказательства теоремы 1 было установлено, что 


Ел Кл 
BAe 1<k<m выполняется N nsin — аа следова- 


тельно, для любого целого К, удовлетворяющего условию ©; = > ДА 


| 4M2 
выполняется неравенство | (п, 2) | Sa: 


которое и доказывает 
наше утверждение. Так как при любом фиксированном k и при 


и, стремящемся к — co, функция w, (п, 2) стремится (равномер- 


но на А) к то справедлива 


2 
2372’ 


ya 
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ТЕОРЕМА 2. Для любого комплексного числа 2 имеем 


sinz= -:1 (1- a): (10) 


где бесконечное ad стоящее в правой части, абсо- 
лютно и равномерно сходится на любом компактном множестве 
из С (эйлерово разложение функции Sin 2). 
3. Приложение в числам Бернулли 

Теорема 1 показывает, что для О<х<л ряд с общим чле- 


> 0 сходится. С другой стороны, для любого ком- 


HOM а 
плексного числа 2, |2|< п, можно написать, что 
(ee) 
22 A 22 У zak 
n?n?— 22 nn? 5} ORD OR ’ 
h=0 


где ряд справа абсолютно сходится. Отсюда мы выводим, что 
«двойной» ряд 


rn —1 
nt R=1 


абсолютно сходится в открытом круге |2ὶ «-π, нормально CXO- 
дится на любом компактном множестве, содержащемся в этом 


À 
Kpyee, и имеет сумму Clg z — —. В самом деле, для |2|<a<n аб- 


ο[--1 


солютное значение общего члена ряда (11) не превосходит — 


Σ 


η8 2k 
| 2-1 
а сумма любого конечного числа членов ak Ba меньше конеч- 
ne It 
OO 


2a 


\ . 
ного числа > HI cae проведя суммирование сначала по К, 


Я} 
CO 


22 


а затем по 7, видим, что сумма ряда (11) равна > mee TA 


n=1 


что 


и доказывает наше утверждение. 
Если мы теперь просуммируем ряд (11) сначала по п, а затем 
по К, то получим тождество (для Ἐν, 


а =) Sak ant (12) 
Peat h= а 
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O9 
4 
THe S,= 33 TR Следовательно, согласно формуле (1) имеем для 
sw Е 
|2| <2л равенство 


—1)"—1 Son оп 
πι 1-ΦῈΣ a, (13) 
из которого получаем формулу 
n- 2S on 
ὄρη =(—1)"1(2n)! min для n>, (14) 


Son 
показывающую, в частности, что числа —, рациональны. Оче- 
видно, Spt од, И значит, для любого целого А> 2 выполняются 
соотношения 5, = < 2; следовательно, из формулы (14) 


Ν мы получаем следующую верхнюю оценку для чисел Бернулли: 


| Don | < Ая для n>1. (15) 


Из этого неравенства можно вывести верхнюю оценку для 
п = 
многочлена Бернулли ВБ} (5) = > Е L ) р, x" ®; в частности, для 
O<zx<1 имеем 


Gr) = n! 
BIS (2) te vee © 1 Sie ди. (16) 


Упражнения. 1) Доказать формулы 


CO 


а ἐς Ἂς on zan—1 
=D) (= 1)" 28” (DR 4) bon р, 
n=1 
1 п—1 an—1_ RR 
ae 15.5 (—1)"-12 (2 1) bon от, 
n=1 


ή po toe ae 
где ряды справа абсолютно сходятся: первый для |z |< TZ » а BTO- 


рой для |2|«“π ( выразить tg z и cosec 25 = в виде линейных 


sin 22 
комбинаций функций ctgz и ctg 22 ) . Вывести отсюда, что числа 


22n (227 —1) 
2n 


bon целые воспользоваться следующей леммой: если 
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O9 oo 
в двух абсолютно сходящихся рядах >) αμ η; У βη т коэффи- 
““αι--0 | n=0 
циенты On и В» целые, то в произведении этих рядов, записанном 
a | 
git 
в виде > Yn» коэффициенты Yn целые ) : 
n=0 


2) Доказать формулу 


(4) By (X)=n(X—1) En (X)— Dy (1) δι Bua) 
k=0 


SeSX 
SE 110 5). Вывести отсюда фор- 
e 


es 
\ продифференцировать ряд 


мулу 


n—i 
2n 
(2n+1) bn Dy (χμ) Была 
k=1 


для чисел Бернулли. | 
3) Доказать для любого целого р>1 формулу 


ONCE 


4) a) Доказать соотношение 
Bry (1—Х) =(—1)" Bp (X) 


(использовать тот факт, что δὄοῃ..1-Ξ0 для п>1, и применить COOT- 
ношение 


Bn (1— X) =Bp (—X)=(—1)"-1 nX"-1), 


6) Показать, что 


1 1 
OCR 


(использовать упражнение 3). 
в) Показать, что для четного п многочлен B, (x) имеет Ha интер- 
вале [0, 1] два корня, а для нечетного п > 1 многочлен B, (x) имеет 


4 | 
простые корни в точках 0, 5 и 1 и не обращается в нуль ни в 


какой точке из [0, 1], отличной от этих точек (использовать 6) и соот- 
ношение B„=nBn_14)- 


г) Вывести из в), что для четного п максимум функции | BP, (<) | 
на интервале [0, 1] равен | b,| и что для нечетного п, если обозна- 
‚чить. через An максимум | Βῃ (α) | на [0, 4], 


4 4 4 
n+l | Ons | (1-35 ) < An 5 п | би | 
(применить теорему о конечных приращениях). 
24 H. Бурбаки 
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°5) Если положить Sn (x) = —— (Bar (2) — Ba+1(0)), то для любо- 


= 1 
ro целого а>0 


S,(a)=1% +2" 4... tar, 


a) Показать, что для любого целого п> 0 и любого целого 
а>0 имеем 252. (а)=0 (moda) (рассмотреть сумму ΚΠΕ |. 
+(a—kyantı), 

6) Показать, что для любых целых строго положительных чисел 


au b 
S'h (ab) = 65. (a) + паб’ (a) δι (b—1) (mod αχ). 


Вывести отсюда, что если Ay Ao, ..., ав-—взаимно простые целые 
числа, то число 


R 
Sn ίαια»... ав) _ у Sn (ai) 
CIES, ch CR m ey 


является целым. A 

в) Показать, что для любого целого п > 0 и любой пары целых 
чисел a >0 ub>0 

Son (ab) = bS'on (a) (mod a2). 
Вывести отсюда, что для любого показателя г число 
Son (a?) Son (a) 
ar a 

является целым. | 

р Пусть αι, Qo, ..., ал — различные простые числа, a ry, 
го, ..., Гр — Любые целые строго положительные числа; вывести из 0) 
и из в), что число 


является целым. 

д) Пусть а— простое число; показать, что если п делится на 
а—1, то δη (а) = —1 (mod а), и что если п не делится на а—1, то 
5п (а) =0 (moda) (заметить, что 2@+ = zktl (mod a) для любого 
целого x, и воспользоваться формулами Ньютона, примененными 
к многочлену X*—X в теле Z/(a)). 

e) Пусть x и п— произвольные целые строго положительные 
числа, и пусть а; (1 << А) —различные простые множители числа х, 
удовлетворяющие тому условию, что а; —1 является делителем для 
2п. Показать, что число | 


является целым. 
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ж) Вывести из е) для любого n>1, что если числа р; A<Ii<K) 


суть такие различные простые числа, что 2п делится на р; —1, то 
; 


число bent У, ss целое (применить результат, полученный в €), 
oc Pi 

взяв в качестве 2 произведение всех простых чисел, меньших 2n— 1, 

заметив при этом, что тогда x?” делится на 2n-+-1, и применить 

индукцию по n) («теорема Клаузена — фон Штаудта»). 


$ 3. Оценка остатка в формуле Эйлера — Маклорена 


1. Очиениа ocmamna в формуле Зилера — Маклорена 


Верхняя оценка, полученная в $ 2 для многочленов Бернулли 
на интервале [0, 1], позволяет просто оценить сверху остаток 
T,(x, п) в формуле Эйлера — Маклорена ($ 1, формула (39)) 


f(z)+f(e+1)+...+f(t+n)= 


xtn+1 1 | 
= \ (0) @—5 (Ff (@+n+1))—f (2) + 


x 


У BRU? NT) + 7p (2, п). (4) 
k=1 ; 


В самом деле ($ 1, формула (41)), 


n+1 
1 Ber 
Τρία, π)-- ОР Ban (1—s)f #0 (æ+s)ds, (2) 


где By», (#) — периодическая функция с периодом 1, равная Bap+ı (1) 
на интервале [0, {[. Формула (16) из $ 2 показывает, что 


ad Lay 
| Bop+1 (2) | < 4e?" arg (3) 


(2n)2P+1 
для любого ЕВ, и применение формулы о среднем дает нам 
верхнюю оценку для T(z, п): 


heen x+n+1 | 
re \ [12+ (1) dr. (4) 


x 


|Tp(z, п) | < 


24* 
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2. Приложение к асимптотическим разложениям 


Формула Эйлера — Маклорена позволяет получить более пол- 
ное решение (для наиболее важных случаев) задачи, рассмотренной 


в главе У, $ 4, п°2, состоящей в нахождении. асимптотического 
n 


разложения частичной суммы Sn = У g(m) (соответственно остат- 
т=0 


ка? = 2 gm), где g—MOHOTOHHAA строго положительная | 
m=n 


числовая функция, определенная на интервале [20, + ool. Мы 
ограничимся случаем, когда с есть функция (ΗΠ) (гл. У, Прило- 
жение, n°4) порядка О относительно е”; иными словами, если 
имеет место отношение g’Xg, то из него вытекает отношение 
gh) 4 of) для любого целого k>0, обладающего тем свой- 
ством, что никакая из производных 2“ порядка h<k He экви- 
валентна постоянной (гл. У, $ 3, предложение 7). Пусть р— такое 
целое число, что никакая из производных gm порядка h<2p 
не эквивалентна постоянной. Предположим сначала, что ряд 
с общим членом #(п) имеет бесконечную сумму. Будем разли- 
чать несколько случаев: | | 

1° | g??-)(n)| стремится к -- co вместе с п; согласно пред- 
положению, то же самое будет справедливо для |2 1 (п)| при 
1<Ё< р; кроме того, в силу монотонности функции g@Ptb 
в окрестности -+ co, формула (4) дает Г» (0, п) =O(g?” (n+ 1)) = 
=o(g??-)(n+1)); формула Эйлера — Маклорена, примененная 
для χ--0, показывает, что 


n n+1 | 
= D я (т) = | 80 и—ув®-+ 0+ 
 m=0 0 


p 
+ > a В (n+1)-+0(gP=V (n-+-1)), 
k=1 


причем каждый из членов этой суммы является функцией, пре- 
небрежимой сравнительно с предыдущей; стало быть, разлагая 
эти функции относительно шкалы сравнения 6, получаем асимпто- 
тическое разложение частичной суммы Sn. 

2° Предположим теперь, что для индекса 4, удовлетворяющего 
условию 1<g<p, |291 (п)| стремится к - со вместе с п, но 
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что 2?" (п) стремится к 0 для К > 4. Так как g??*) монотонна 


OO 


в окрестности - oo, то интеграл \ | g?@?*) (и) | du сходится, и Ta- 


0 
ким образом, можно написать, что 


n n+1 


Va a g(m)= \ g (t) d— +043 ain ge D (n+1)+ 


m=0 0 


+C+ у о gr D (п-- 1) Ро (g@P-» (n + 1)), 
k=q+1 
где С — постоянная; в самом деле, имеем 
| (ge? (u) | du = 0 (g2” (п 1)) = 0 (82-1). 
n+1 
Та же формула справедлива и для случая, когда сама функ- 
ция g(n) стремится к 0. Наконец, если ряд с общим членом 


2 (п) сходится, TO мы имеем для остатка = >) g(m) раз- 
=n-+1 
ложение 
m= >) g(m)= | Е фе+ 
m=n-+1 n+1 


+58 (n+1)— > Gat BMY (n+ 1) 0 (BY (n+ 1)). 


Упражнения. 1) Показать, что если BR MOHOTOHHA 
на интервале [z, х-|-п-- 1], то остаток Гр (х, п) в формуле Эйлера — 
Маклорена (формула (2)) имеет тот же знак, что и член 

1 
Opal bap+2 (F2P+D (+ п-- 1) — 3511 (2)), и по абсолютному значе- 


нию меньше или равен абсолютному значению этого члена. 
Показать, что если f(2Pt2) непрерывна (но произвольного 
знака), то 


[Τρ(α, πὴ |< арт | Papal (| КР (en 44) — АР (a) | 
x+n+414 


ΠᾺ | (2+2) (t) | at ) ἓ 
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2) Доказать формулу | 
5 LÉ (HA) +H @+2)—... Fat 2n—M) +5 Де) = 


p 1 
=D) RN RD (242) RD (a)) + Up (an п), 


где 


2 
_ de?” (22р+1-- 1) er 
(О р(х, п) | < — блум — \ | f(2P+L) ({} | dt 
| x 


(применить формулу Эйлера — Маклорена к g (x)= f (2x)). 

3) Пусть функция f непрерывна вместе со своими 2р-- 1 первыми 
производными на интервале [0, 1]. Доказать формулу 
1 


\rwa=-(Zr0+41 (5 (и (+ 


0 


р 
+510 )— Dy Gee pe FY (fer (0)) + Rp (m), 
oe 


(2k)! n2k 
где | 
7 NE AE 
\ € 
[Rs (n) |< (Опр opt \ | ΩΡ ΤῸ (1) | dt. 


8 


ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК 


(ГЛАВЫ УИ VI) 


(Римские цифры в скобках отсылают к библиографии, помещенной 
в конце этого очерка.) 

Различие между «бесконечно малыми» (или «бесконечно адин 
различных порядков появляется неявно уже в первых сочинениях, отно- 
сящихся к дифференциальному исчислению, как, например, в трудах 
Ферма; полностью же осознанным становится оно у Ньютона и Лейб- 
ница с введением теории «разностей высшего порядка»; причем довольно 
быстро было замечено, что в наиболее простых случаях предел (или 
1 (+) 
g (x) 
ции f и g стремятся к 0, определяется разложением Тейлора этих 
функций в окрестности рассматриваемой точки («правило Лопиталя», 
принадлежащее, по-видимому, Иоганну Бернулли). 


«истинное значение») выражения вида в точке, в которой обе функ- 


3a исключением этого элементарного случая, основная задача «асимп- 


тотической оценки», которая ставится математиками конца ХУП века, — 
| | | i 

это задача о точном или приближенном вычислении сумм вида > f (k) 
| k=1 

для очень больших п; такое вычисление необходимо Kak для интерпо- 

ляции и численной оценки сумм ряда, так и в исчислении вероятно- 


ER a 
стей, где «функции больших чисел», таких, как п! или ( a Sr играют 


главенствующую роль. Уже Ньютон для получения приближенных зна- 

| sok, : 

чений суммы >) ak при большом п указывает метод, который приводит 
h=1 | 

(в этом частном случае) к вычислению первых членов формулы Эй- 

лера — Маклорена (Т). В конце века Яков Бернулли в ходе исследований 

по исчислению вероятностей рассматривает задачу о вычислении сумм 


Sp (п) = Σ»' 


pi 
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и открывает (без доказательства) общий закон образования этих много- 
членов относительно n*), тем самым впервые вводя в выражения для 
коэффициентов этих многочленов числа, носящие его имя, и указывает 
рекуррентное соотношение, позволяющее вычислять эти числа ((II), 
стр. 97). В 1730 году Стирлинг получает асимптотическое разложение для 


ΕΣ log (α-|- Κα) 
R==i 


при неограниченном возрастании п путем последовательного вычисления 
коэффициентов. 

В период с 1730 по 1745 год появляются окончательные результаты 
Эйлера по рядам и по вопросам, связанным с ними. Полагая 


5 (п) = У), 
k=} 


OH применяет к функции δ (п) формулу Тейлора что дает ему уравнение 


dS 1 aS 1 ds 
|S) on ag Fok dae а. 
которое OH «обращает» при помощи метода неопределенных коэффициен- 
тов, отыскивая решение в форме | 


5 (m)=a | f(myan+pf ty À Se 
= en —— + mere 


И EIER шаг за шагом, что 


Pays 146 IB. a 
зд [дан Та м 10 ат 130.20 m ^^” 


не будучи сначала в состоянии определить закон образования коэффици- 
ентов (Та и 94). Однако к 1735 году он уже по аналогии с разложе- 
нием многочлена на множители ео степени без колебаний пишет фор- 


мулу 


πα eo (al )* 
x (1- 5) (1 en 


и, приравняв коэффициенты разложения обеих частей в степенной ряд, 


*) Речь идет о примитивных для «многочленов Бернулли» Βρ(α). 


ше ИИ 
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π 3 Ä 
получает, в частности ( для a+) ‚ знаменитые выражения для рядов: 


OO 
у 
n=1 
наконец, что коэффициенты при степенях л задаются теми же уравне- 
ниями, что и коэффициенты в его формуле суммирования, и тем самым 
выявил их связь с числами, введенными Бернулли, и с коэффициентами 
разложения в ряд функции 


on Через степени л*) (IIIb). Несколько лет спустя он заметил, 
n . 


2 
rae ({11α). 


Независимо от Эйлера и в TOT же период времени Маклорен пришел 
к той же формуле суммирования, но способом менее смелым, близким 
к тому, который приведен нами в тексте: в самом деле, он итерирует 
«тейлорову» формулу, которая выражает f (x) через разности fR+D (5--1)- 
— f@R+D (x), получая ее «обращением» разложения Тейлора для этих раз- 
ностей методом неопределенных коэффициентов (IV); при этом он не нахо- 
дит закона образования коэффициентов, открытого Эйлером. 

Но Маклорен, как и Эйлер, и как все математики того времени, пред- 
ставлял свои формулы в виде разложений в ряд, сходимость которого не 
была исследована. Это происходило не потому, что понятием сходящегося 
ряда в ту эпоху совершенно пренебрегали: начиная с Якова Бернулли 
_ было известно, что гармонический ряд расходится, и сам Эйлер уточнил 
этот результат, оценивая сумму п первых членов этого ряда при помощи 
своей формулы суммирования (IIIc и 9); Эйлер также первый заметил, 
что отношение двух последовательных чисел Бернулли неограниченно воз- 
растает и, значит целый ряд, коэффициентами которого служат эти числа, 
не может сходиться ((IIIf), стр. 357) **). Однако стремление к формальным 
вычислениям является очень сильным, и даже исключительная интуиция 
самого Эйлера иногда не спасает его от абсурдных утверждений, напри- 


*) В 1743 году Эйлер, отвечая на различные возражения своих совре- 
менников, дает несколько более правдоподобную` основу «эйлеровых 
разложений» тригонометрических функций; например, разложение функ- 
ции sing в бесконечное произведение выводится из выражения Sin x= 


1 ; ; 
DE (e'*—e—'*) и из того факта, что εἶχ есть предел.многочлена 


(a+) (IIe). 


**) Поскольку рассматриваемый Эйлером ряд введен для числовых 
расчетов, то Эйлер берет лишь сумму тех членов, которые убывают, а 
с номера, начиная с которого члены возрастают, он заменяет их остатком, 
способ получения которого не указывает (остаток в формуле Эйлера — 
Маклорена в общем виде не был известен до Коши). 
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оо 
мер, когда он пишет 0= > a” ((ПИ), стр. 362) *). Мы уже говорили 

П—=— с . 
в другом месте (Общая топология, Исторический очерк к гл. IV), как ма- 
тематики начала XIX века, недовольные этим безудержным и необоснс- 
ванным формализмом,1 направили анализ на путь строгости. И как 
только было уточнено понятие сходимости ряда, возникла необходи- 
мость в простых признаках, позволяющих доказывать сходимость ин- 
тегралов и рядов путем сравнения их с известными интегралами или 
рядами; некоторое число подобных признаков указал Коши в своем 
Алгебраическом анализе (Va), тогда как в одном посмертном мемуаре Абеля 
имеются логарифмические признаки сходимости. С другой стороны, Коши 
(Vb) разъяснил парадокс таких рядов, как ряд Стирлинга, получаемых 
в результате применения формулы Эйлера — Маклорена (и часто называе- 
мых «полусходящимися рядами»): он показал, что если (на основании 
замечания Эйлера о числах Бернулли) общий член их (п) такого ряда при 
фиксированном значении п неограниченно возрастает вместе с А, то тем 


не менее для фиксированного значения À частичная сумма sp (п) = 
R 


= > un (п) дает асимптотическое разложение (при п, стремящемся 

h=1 | 
к +00) функции, «представимой» рядом, и тем более точное, чем боль- 
ше К. 

В большинстве случаев в классическом анализе имеется возможность 
получить общий закон образования асимптотических разложений функции, 
имеющих сколь угодно большое число членов; этот факт способствовал 
возникновению длительной путаницы (по крайней мере в языке) между 
рядами и асимптотическими разложениями; и даже Пуанкаре, взяв на 
_себя труд в 1886 году (VIII) кодифицировать элементарные правила асимп- 


‘ | 1 
тотических разложении (по целым степеням функции + в окрестности 


+ ) ‚ все еще пользуется словарем теории рядов. И только с появле- 


нием асимптотических разложений в аналитической теории чисел было 
проведено, наконец, четкое различие между понятиями. асимптотического 
разложения и ряда на основании того факта, что для большинства задач, 
относящихся к этой теории, удается получить в явном виде лишь очень 
небольшое число членов (чаще всего один) искомого разложения. 

Эти задачи знакомили математиков также с применением шкал срав- 
нения, отличных от шкалы степеней переменного (действительного или 
целого). Это расширение всплывает всюду в работах П. Дюбуа-Реймона 


*) Любопытно, что эта формула находится за одну страницу до того 
места, где Эйлер предостерегает против неосмотрительного употребления 
расходящихся рядов! | 
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(VII), который первый приступил к систематическому рассмотрению задач 
сравнения функций в окрестности некоторой точки и в очень оригиналь- 
ных работах выяснил «неархимедов» характер шкал сравнения, изучая 
одновременно общий способ интегрирования и дифференцирования отно- 
шений сравнения и получая отсюда множество интересных следствий 
(VIIb). Однако его доказательства лишены ясности и строгости, и только 
Харди (Х) дал строгое изложение результатов Дюбуа-Реймона. Его 
основной вклад состоял в том, чтобы очертить множество «элементар- 
ных функций», функций (Н), в. которых обычные операции анализа 
(4, в частности, дифференцирование) применимы к отношениям сравне- 
ния *), и доказать его существование. | 


*) В наши планы не входило разбирать в этих главах методы, позво- 
ляющие получать асимптотические разложения функций, разбитых на 
некоторые специальные категории, как, например, некоторые типы интег- 
ралов, зависящих от параметра, которые часто встречаются. в анализе; 
по этому вопросу (и, в частности, по важным методам Лапласа и Дарбу) 
читатель может обратиться к цитированной книге Харди AS содержа- 
щей очень полную библиографию. 
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ГЛАВА УП 
ГАММА-ФУНКЦИЯ 


$ 1. Гамма-функция в действительной области 


1. Определение 2AMMA-PYHKUUU 
Мы определили (Теория множеств, гл. ПТ) функцию п! для 


любого целого п> 0 как произведение I] (n— k); следова- 
0<k<n 


тельно, O!=1 и (n+1)!=(n-+1)n! для n>0. Положим Г (п) = 
—(n—1)! для любого целого n>1; мы ставим перед собой 
задачу определить на множестве действительных чисел х>0 
непрерывную функцию Г (α), продолжив гамма-функцию Г (п), опре- 
деленную на множестве целых 21. 

Ясно, что таких функций бесконечно много; так как для 
любого целого п> 1 имеет место соотношение Г(п- 1)=пГ (п), 
то мы ограничимся рассмотрением тех непрерывных функций, 
продолжающих Г, которые при любом x >> 0 удовлетворяют урав- 


нению 

f (c+ 1) =2f(z). | (1) 

Для того чтобы решение этого уравнения являлось продол- 

жением функции Г (п), необходимо и достаточно, чтобы выпол- 

нялось условие f (1) — 1. 

Если f удовлетворяет уравнению (1), To для любого целого 
n> 0 индукцией по п получаем формулу 

1(2--п)==2(2-- 1) (2-2)... (e+n—1)f(e) (2) 

для любого 2-0. Это соотношение, в частности, показывает, 

что значения функции f на интервале ]72, в- 1] (п > 1 — целое) опре- 


деляются ее значениями на интервале ]0, 1]. Обратно, пусть ф — 
функция, непрерывная‘ на ]0, 1] и удовлетворяющая только 
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_ условиям ф(1) =1, Ишхф (2) =1; для любого целого n >1 опре- 
χ-»0 


делим функцию f на интервале |n, n+ 1] при помощи соотношения 
f (x) =(x— 1) (5—2)... (e—n)p(e—n); 


_ ясно, что f непрерывна на |0, --οο[, удовлетворяет уравнению 
(1) и продолжает Г (п). 


Если f— непрерывное решение уравнения (1), принимающее 
на |0, 1] положительные значения, то согласно формуле (2) оно 
принимает положительные значения на интервале |0, + cof; сле- 
довательно, функция g(x) — log f(x) определена и непрерывна на 
интервале |0, + col и удовлетворяет Ha нем уравнению 


g(+1)—g(a)=loge. (3) 


Если g,— другое непрерывное на |0, + cof решение уравне- 
ния (3) и если h=g,—g, то й (1+ 1) —1 (1) =0 для любого x >0; 
иначе говоря, À есть непрерывная периодическая функция 
с периодом 1, определенная на ]0, + co[; обратно, для любой 
функции А подобного рода g+h является непрерывным реше- 
нием уравнения (3). 


ПрЕдложеЕНИЕ 1. Существует единственная выпуклая функ- 
ция в, определенная на |0, + col, удовлетворяющая уравнению 
(ὁ) и принимающая при т=1 значение 0. 


Докажем сначала, что если существует функция 2, удовле- 
творяющая вышеуказанным условиям, то она полностью опреде- 
лена на интервале ]0, 1], а следовательно, и на всем интервале. 
10, + cof. В самом деле, для любого целого п>1 наклон пря- 
мой, соединяющей точки (п, g(n)) и (x, g(x)), есть возрастающая 
функция от x, ибо функция g выпукла (гл. I, $ 4, предложение 
5); значит, для 0 <х<1 должны выполняться неравенства 

etre ERTATER Еф 


(n—T)—n > (nke)—n < (п —п. ’ 


то есть, в силу (3), 
x log (п— 1) <g(z-+-n)—g(n)<alogn. (4) 


Ho на основании формулы (3) имеем 


вет) — g(n)=g(e)+loge+ "У (log (2-Е) —log 1). 
| k=1 
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2 
С другой стороны, можно написать log n= у log т» И Tor- 
h=2 
да Е (4) примут вид 


> log a 


TO 3 oe: —1) og 1) <a Dina 


h=2 
Положим для любого n> 2 


1 (а —1)-+10 #0 (5) 


Un (x) = x log -- 


Gn (1) = —logr + У uy (2). 
ΚΞ2 


Тогда для 0<х<1 


gn (1) — 2108 2, <g (2) < gn (a). (6) 


2 | 
Tak Kak log π при п, стремящемся к - 00, стремится 


1 
к 0, то из формулы (6) следует, что если решение # сущест- 
вует, то оно непременно en на интервале ]0, 1] пределу функ- 
ций σι (x). 

Но из соотношения (5) сразу получаем, что при любом фик 
сированном 5х > 0 и при п, стремящемся к -++ co, 


Un (x) = —xlog (1 —= )—log (1 Mien 
Fe + = , 


что и доказывает сходимость ряда с общим членом Un = при 
любом т>>0. Поскольку каждая из функций и„(х), равно как 
и —logz, выпукла на JO, + cof, то функция g(x) = —logx+ 


со 
+ У (2) выпукла на этом интервале (гл. I, § 4, предложе- 
n=2 


_ ния 2 и 4); наконец, u,(1)—0, откуда g(1)=0 u 
Un (+ 1) = und (2) + (log log), 
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и значит, 
в (2-1) = —log (x +1)-+2log2-+ Хи» (2) = 10828 (2), 


то есть & удовлетворяет уравнению (3), ч. т. д. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Через Г(х) обозначается положительная 
функция, определенная на интервале |0, + col, удовлетворяющая 
уравнению 


Γ(χ--Ί)--αΓ(α), 7 (7) 
такая, что Г (1)=1 и что функция log Г (5) выпукла на |0, + oof. 
2. Свойства гамма-функиии 


ПреЕДлоЖжЕНИЕ 2. Для любого x > 0 имеем 


пхп! 


Γῶ- he Fei). ео = 
{формула Гаусса) u 
1 3 ст | 
Fer ee] = (9) 
n=1 1 en 


где y означает постоянную Эйлера, а бесконечное произведение, 
стоящее в правой части формулы (9), абсолютно и равномерно 
сходится на любом компактном интервале из В, не содержащем 
никаких целых отрицательных чисел (формула Вейерштрасса). 

Функция Г(х) бесконечно дифференцируема на интервале 


10, + co, ! 


Г’ (x) ЕТ 1 
Fis) sea nr a (>) | (10) 


RTE dE 
D* (logT (x) = У een для k> 2, (11) 


n=0 


причем ряды справа в формулах (10) и (11) абсолютно u равно- 
мерно сходятся на любом компактном интервале, не содержа- 
Wem никаких целых х<0. 
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Действительно, из доказательства предложения 1 видно, что 


т n* (п— 1)! 
ры m 


откуда следует формула Гаусса, поскольку стремится к 1, 


п 
z+n 
когда nm стремится к + co. Можно также написать, что 


n 


1 n 1 
log пп + (log ET EE +); 


и значит (в обозначениях предложения 1), 


x 
See 
1 n—i 
exp (un (2)) =e" ER eT) _ 


n 1 
и ряд с общим членом О абсолютно сходится и 


имеет своей суммой —‘у, где ‘у означает постоянную Эйлера 
(гл. V, $ 4, n° 2), откуда получаем формулу Вейерштрасса. 


< 


Для |z|<a при n>a имеет место неравенство 


1 
ST: 


абсолютно и равномерно сходится при любом k>2 на любом 
компактном интервале из В, не содержащем никакого целого 
х<0; то же рассуждение применимо и к ряду в правой части 


формулы (10), поскольку =: x a 


1 
| (e+n)k 
и следовательно, ряд в правой части формулы (11) 


для || <аип>а. 


< 


1 
. z-+n n(n—a) 
А так как эти ряды получаются путем почленного дифференци- 
рования ряда | 


ο = ee Neel: 2 Σ (м (1+= en 


сходящегося при 2550, To ряд с общим членом — log ( 1 + =) 


абсолютно и равномерно сходится на любом компактном интер- 
Basle, содержащемся в [0, + cof, так что соотношения (10) и (11) 
выполняются при любом 25-50 (гл. Il, $1, теорема 1). Кроме 


ны Хх 
того, при достаточно больших A выражение ig à € —- =) 


определено для любого хЕВ, и значит, теорема 1 из главы Ш, 
$ 1, снова показывает, что бесконечное произведение, стоящее 


25 H. Бурбаки 
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в правой части формулы (9), абсолютно и равномерно сходится 
на любом компактном интервале, не содержащем целых х< 0. 

Функция I (x), определенная для x > 0, может быть продол- 
жена на любое множество точек х, отличных от целых неполо- 
жительных, так, чтобы на этом множестве удовлетворялось 
уравнение (7); для —(п—1) <т<—п достаточно положить 


BEN 
Сао 


Согласно предложению 2 на этом множестве снова имеют место фор- 
мулы (8), (9), (10) и (11). Формула (9) показывает, что P(r) ~ = À 


когда х стремится к 0, откуда на основании (7) получаем, что 
при x, стремящемся к —n (п— целое неотрицательное), 


1 
T(z) — lesen)“ 


1 γ᾽ 
Следовательно, функцию те MOKHO продолжить по непрерыв- 


ности на всю прямую В, придавая ей значение 0 для целых 
неположительных значений переменной; тогда для любого ХЕЁВ 


ες, mr), (x En) 
FD one ml τν 
И 
1 х г = - 
rei (14+ )е *, (13) 


и так же, как в предложении 2, доказывается, что бесконечное 
произведение в правой части формулы (13) абсолютно и равно- 
мерно сходится на любом компактном интервале из В. 

Так как T(x)>0O для 2550, то уравнение (7) показывает, 
что Г(1)<0 для — (2—1) <х<- (1—2) и Г(7)>0 для 
—2n <z<—(2n—1) (п целое, τι» 1); предел справа функции 
Г (<) в точках —2n равен - со, в точках —(2n + {) равен — co, 
а предел слева — в точках —2n равен — oo, а в точках — (2n--1) 
равен + со (при любом nEN). Формула (11) показывает, что для 
К =2 правая часть, если она определена, всегда неотрицательна, 
и значит, 


Г (2) Г (2) —(Г” (x) > 0, 
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то есть I”(x) имеет одинаковый знак с Г(5); следовательно, 
гамма-функция выпукла для x > 0 идля —(2п-+2) <х<—(2п- 1) 
и eoenyma для — (21-1 < т<—2п (nEN); отсюда вытекает, 


Рис. 10. 


что на интервалах, на которых Г выпукла, Ι΄ (2) возрастает от 
— < до --οο, a на интервалах, на которых Г вогнута, Г’ (x) 
убывает от + < До — co. График гамма-функции изображен 
на рис. 10. 


3. Эйлеровы интегралы 


Будем говорить сокращенно, что функция } определенная 
на интервале {CR и строго положительная на этом интервале, 
логарифмически выпукла на Г, если функция log | выпукла mal. 
Определение функции I (x) показывает, следовательно, что эта 
функция логарифмически выпукла на 10, + oof. 

Ясно, что произведение двух логарифмически выпуклых на Ι 
функций логарифмически выпукло на /Г. Кроме того, имеет место 

25° 
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JlemmA 1. Пусть | и g— две строго положительные и дважды 
дифференцируемые функции на открытом интервале Г. Если 
f и g логарифмически выпуклы на Г, то f +g логарифмически 
выпукла на Г. 


В самом деле, соотношение D? (log f (x)) > 0 записывается в виде 
f(x) Г (α) — (Г (x)? > 0. Значит, все сводится к доказательству 
того, что соотношения а>0, а’>0, ас — >20, а’с’—5”?>0 
влекут (a--a’) (c+c’)—(b-+b’)?>0, но соотношения а > 0, ac—b? > 0 
равносильны тому, что квадратичная форма az? 2bry + εἰσ» 0 
в В?, и очевидно, что если ал?-Р 2bxy + су? > 0 u a’xz?+ 2b'xy + 

с’ 0 в R?, то и (ат а’) 22-2 (6-Е В’) ху (с-- с) > 0 8 ΒΡ. 


JIEMMA 2. Пусть f — конечная строго положительная числовая 
функция, определенная и непрерывная на произведении IxJ 
двух открытых интервалов из В и такая, что для любого Е У 
функция x — f(x, t) логарифмически выпукла и дважды диффе- 
penyupyema на Г. Если при этих условиях для любого zEI 


интеграл g (x) = \ 7(х, t) dt сходится, то функция в логарифми- 
J 
чески выпукла на Г. 


Покажем сначала, что для любого компактного интервала 


KCJ функция gx (5) = \ f(x, t)dt логарифмически выпукла. 


К 
В самом деле, если К = [а, b], то последовательность функций 


n—1 

b— b— 

Bn (1) = --Σ f(a tke 
h=0 


сходится к gx (x) на Г в смысле простой сходимости (гл. II, $ 1, 
предложение 5), следовательно, log g, сходится к log gx в смысле 
нростой сходимости; в силу леммы 1 функция log σῃ выпукла на 
Г, следовательно (гл. I. $ 4, предложение 4), то же самое справед- 
ливо для log gr. 

С другой стороны, & является обычным пределом функций gx 
по упорядоченному фильтрующемуся множеству компактных 
интервалов, содержащихся в / (гл. II, $2, n° 1), и следовательно, 
log © является простым пределом функций loggx, а поскольку 
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последние выпуклы на /, то тем же свойством обладает и logg 
(гл. I, $4, предложение 4). 

Легко показать, что леммы 1 и 2 верны и тогда, когда не предпо- 

лагается, что функции дважды дифференцируемы (упражнение 5). 


JIEMMA 9. Пусть ф— строго положительная непрерывная 
функция на открытом интервале J, содержащемся в [0, + cf. 
Если Г— такой открытый интервал, что интеграл g(x)— 


5 \ t*1@(t)dt сходится при любом zEI, то функция g лога- 


J 
pugmuuecku выпукла на Г. 


В самом деле, log {`` 1 = (1 — 1) 105 есть функция OT 2, выпук- 
лая и дважды дифференцируемая для любого #>0, и следова- 
тельно, применима лемма 2. 


ПреЕДлОЖЕНИЕ 3. Для любого x > 0 
Г (2) = τα επι. (14) 
0 


(sünepoe интеграл второго рода). 


oo 


В самом деле, функция g (x) = те dt определена для 


0 
любого х > 0 (гл. У, $ ὃ, n° 2), и лемма 3 показывает, что эта 
функция логарифмически выпукла на |0, + cof. С другой стороны, 
интегрирование по частям дает — 


O9 


g(xz+1)— \ et” d= —e ti" 
0 


eae \ e't* dt= xg (x). 
0 ‘ . 
0 


Иными словами, g есть решение уравнения (1); наконец, g (1) = 


co 

= Vet dt=1; стало быть, предложение вытекает из предло- 
0 

жения 1. 


Путем замены переменной e-!=u из формулы (14) получаем 


формулу 
Pip = \ (og =) dt. (15) 


0 
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Точно так же в результате замены переменной и —{* приходим к 


fora) 4 
aI (x) = \ e-!” dt 
0 


или, принимая во внимание (1), к формуле 


Г (1+) - {er dt, (16) 


и, в частности, для х=2 к формуле 
CO 
3 1 1 _12 
— = — — — 1 
res) xr (=) \e dt (17) 
0 


ПрЕдложЕНИЕ 4. [pu x > 0 и y>O интеграл 
1 
Βία, y)= (dat 
9 


(эйлеров интеграл первого рода) равен 


Г (2) Г | 
B(z, y=. (18) 
В самом деле, для 2550 и y>O интеграл сходится (гл. V, 
$ 3, n° 2). На основании леммы 3 функция х-—>В (x, y) лога- 
рифмически выпукла для 2-0. С другой стороны, 


В (2-1, у)= о (u) dt, 
0 


откуда, интегрируя по частям, Е 


(1— t)*+Y 
B(e+4, y)=— a 


х. 1 χ-ι dt κ x 
= ао + 2 Gane ety y). 


Отсюда следует, что функция f (x)= В (x, у) Г (т y) удовлетво- 
ряет равенству (1). С другой стороны, эта функция логарифми- 
чески выпукла, как произведение двух логарифмически выпук- 
лых функций. Наконец, f(1)—B(1,y)T(y+1) и В(1, y= 

1 | 
= \ (1— 1)? 1 αἱ =— ‚ откуда f (1) = l'(y+1)=T (y). Следова- 

0 


= 


-|- 
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Fe) 


тельно, функция τ #2 основании предложения 1 равна Г (2), 


что и доказывает формулу (18). 


Заменой переменной t=— т 4 формула (18) приводится к виду 
=. _ Г (2) Г (у) 
\ aoe Ten = 
0 
а заменой переменной £ —sin? p—Kk формуле 
° 1 Τί) Γ() (20) 
sin2*—1 cos2y—1 do = cng PLAT : 
: NED PEN 
Если в последней формуле положить == ‚ то находим, что 
г (>) Syn: (24) 
откуда на основании (17) получаем 
ао 
_12 4 


0 


Согласно соотношению (7) имеем для l'(x) в окрестности 0 
асимптотическое разложение 


ГГ” (+a (=... 
EP (1) 272 4-0 (2°). (88) 


Точно так же для любого Вы 5-0 можно 
написать, что 


Fern rn ta? ‘(ow ΤΕΝ oe 


Г = 


и следовательно, формула (18) дает для фиксированного у асимп- 
тотическое разложение в окрестности х == 0: 


В (a, λςο,.ες 


Г” (4 2T’2(yJ)—T(y)T” 
+( A ) ee LL (1) ΤῸ Ex (y) (y) Г” (у) ) e+ 0 (a). (24) 


2" + Οι (27°) 


21? (у) 
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С другой стороны, для 2-0 и у > 0 имеем 
B 
Βία, y)= \ (ep SEITE at 2 
0 


1 
ane x (1—1) 1—4 
о а. (25) 


непрерывна на компактном интер- 


Функция @ (1) = а: 


вале [0, 1]; а так как 


ее res N + =~ (log t)" + Τα (x, 2), 


где | rn (&, t)|< ni log |"*! (поскольку log t <0 u x > 0), 


формула (25) дает для B(x, y) асимптотическое разложение 
в окрестности х = 0: 
1 1 


Βία, ÿ) = + \ p(t) dt+x \ o(t)logtdt+... + 


0 0 
1 
+ | @@) (log д" dt + 0, (α""). 
0 


В частности, при п=1{ отождествление этого разложения 
с (24) дает 


1 
pu = \ ei Orr td 7 


Г (y) t 
} ΙΤ’ (4) 
Кроме того, формула (10) дает Г (==) = —Y, и следо- 
вательно (интеграл Гаусса), 
1 
Г’ (x) FO EE PA 
Ma ΕΥ - \ о (26) 


Упражнения. °1) Пусть # (1) — строго положительная линей- 
чатая функция на |0, --οο[. 

а) Пусть и и v— такие две возрастающие на ]0, +co[ функции, 
что и (%--1)— и (rz) = (1-21) —6(1)=2(х) для любого x >0. Пока- 
зать, что если w=u—v, TO 


sup |w(y)—w (2) | < inl g (2) 
0<х<у=1 х>0 
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(заметить, что для а<х<у<а-1 выполняется неравенство 
и (у) —и (5) < ρ(α)). В частности, если inf g(x)=0, то существует 
x>0 | 


не более одного возрастающего решения уравнения и (5-1) — и (x) = 
— g(x), принимающего в данной точке заданное значение. 
6) Допустим, что g убывает на |0, +co[. Показать, что ряд. 


co 
φ (2) = —g(z)+ >) (gm)—g(z+n)) абсолютно и равномерно схо- 
n=1 
дится Ha любом компактном интервале, содержащемся в ]0, + со [; 
если A= a g(x), то’функция u(r)=—Q(x)+Azx является возрастаю- 
%>— 00 
щим решением уравнения и (5 1)— и (1) =2(х). Показать, что для 
всякого возрастающего решения v этого уравнения v (у)— в (5) > 
> Py)—p(x) для 0O<x<y. Какова верхняя (соответственно 
нижняя) огибающая множества возрастающих решений уравнения 
и (1-1) —и (x) =2 (x), принимающих в данной точке заданное зна- 
чение? Показать, что для того, чтобы это множество сводилось. 
к единственному элементу, необходимо и достаточно, чтобы А=0. 
в) Показать, что если g(x) >0 и возрастает на [0, +co[, To 
существует бесконечное множество возрастающих решений уравне- 
ния и (1-1) — и (1) = (x), принимающих в данной точке заданное 
значение. 
г) Пусть 1р (1) — функция, определенная на ]0, --ο0[ при помощи 
условий: 14(5)=0 для Ох х< 1, 1(1)=1 для 1<7< 2, V(r)=r 


1 4 
для πα de (n > 2); пусть, далее, g (x)= (x +-1)—- 


—1р (2). Показать, что 4 есть единственное решение уравнения 
и (%-—- 1) —и (1) ==(1), удовлетворяющее условию и (1) =1. 
°2) Пусть г— непрерывная возрастающая функция на ]0, + col. 
а) Показать, что если lim inf 8) 20, то найдется не более одного’ 
X—>00 
выпуклого решения уравнения и (х--1) —и (1) =2 (2), принимающего 
в данной точке заданное значение (заметить, что для любого ἢ > 0. 
функция v (1) =и (х-- #) —и (2) есть возрастающая функция, удовле- 
творяющая уравнению в (5-- 1) —ь (1) =г (x +h)—g (x), и применить. 
упражнение 1 а)). 

6) Показать, что если функция g вогнута на |0, со [, то суще- 
ствует выпуклое решение уравнения и (х--1)— и (1) =2 (zx); для того: 
чтобы существовало единственное выпуклое решение этого уравне- 
ния, принимающее в данной точке заданное значение, необходимо: 


и достаточно, чтобы lim 8@ 0 (см. упражнение 1 6)). 
x—>--00 x 


в) Предположим теперь, что g возрастает и вогнута на ]0, + cof 


и что ie 2—0, Для любой пары чисел h>0, k >0 и любой 
X—>--00 à 
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конечной числовой функции }, определенной на |0, +co[, положим 


AGE ГЕЕВ 


для x >k. Показать, что если и есть выпуклое решение уравнения 
и (--1)—и(1)=# (2), то lim А (и (5); №, k)—0 при любых h>0 
χ-»--οο 


u k >0 (использовать выражение для UZ, полученное в упражне- 
нии 1 6)). 
г) Используя обозначения, введенные в в), показать, что най- 
дется такая постоянная α, что и (5) =в (х)-- а, где 
x 
υ(α)-- \ и ε(ο)-}- Β (α) 


1 


A 
.00 x+1 7 
R(x =>) ве»), na | фи вето) 
n=0 x 


кроме того, 


ока (в(++5)-&@). 


({Заметить, что v(c+1)—v(z)=g(xz) и что lim А (6 (2); №, Е) =0 при 
χ-»--ο0 


любых R>0 m k>0.) 
3) a) Пусть функция g имеет k-10 непрерывную производную 
на |0, +co[ и обладает тем свойством, что = убывает на этом 


интервале и lim #(®) (1)=0. Показать, что существует, и притом 
x>-00 


единственное, решение и уравнения u(x—+1)—u(x)—g(x), имеющее 
на |0, со! возрастающую k-Io производную и принимающее в дан- 
ной точке заданное значение (использовать упражнение À 6)). 

6) Пусть а — произвольное действительное число. Пусть, далее, 
°о-— функция, определенная на ]0, +co[, удовлетворяющая соот- 
ношению 

δα (#--1) — ба (x) =2° 


и такая, что бо (1) =0, и пусть производная функции Sy, порядка 
равного целой части числа (a-+1)*, возрастает (такая функция, CO- 
тласно а), единственна). Показать, что SE (1) — δα (1) =aSq_4 (2) и 


Sa (+ )+sa Fe) +. Re Er == Sa &)+ Ca 


для любого целого p > 1, где Cy—KOHCTAHTA, которая при a —1 


à 
равна (re ) о (см. $ 2, предложение 2 и гл. УГ, $2, 


упражнение 3). 
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ı rs) 


4) Показать, что функция ᾽(α)------- 75 (=) ES является един- 


ственным выпуклым решением уравнения u(x--1)= ) (заме- 


хи (т 
x 
тить, что это уравнение влечет а АА и применить 


упражнение 1 а)). 

5) Обобщить леммы 1 и 2 на произвольные логарифмически 
выпуклые функции (см. гл. I, ὃ 4, упражнение 2). Показать, что 
всякая логарифмически выпуклая функция выпукла. 


’ 


6) Пусть oe ur доказать для любого целого 9 > 1 u лю- 


бого целого k, 1<k<q—1, формулы 
а со 
р 2ркла \ _ _ 1 anksu 
REICHEN q = 12 wer ga 
p=1 n=1 
Γ ( 2ksti )) 
=q log | 1— exp Е 


$ 2. Гамма-функция в комплексной области 


{воспользоваться формулой (9)). 


1. Продолжение гамма-функции на C 
Вернемся к формуле Вейерштрасса, дающей выражение для 


функции nn при любом действительном Z: 


mer] (1+2) * (1) 
n=1 


u DER бесконечное произведение с общим членом 


rs Je: ” при любом комплексном 2. Можно написать 


= 1—— +h(2) ce |h(z)\< Les eae III, $2, формула (8)), 


a (), 


[2] | 
где |1 (2) |< ἜΣ (4-5 (1-12 )); следовательно, рассматри- 


ваемое нами бесконечное произведение абсолютно и равномерно 
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сходится на любом компактном множестве из С; при этом его 
значение обращается в нуль лишь для точек z= —п (Общая 
топология, гл. [Х, Приложение, следствие из теоремы 2). 
На основании формулы (1) для любого комплексного 2 полагаем 


со tee ὁ 
1 2 er 
oe ee Bets ε-- 
τ -6 I (1++)e я (2) 
n=={ у 
Таким образом, функция Г(2) определена для любой точки 
ЕС, отличной от точек —n (nEN); она непрерывна на этом 


| — 1)" 
множестве, и в окрестности точек —п имеем (Z+n)T (2) ~ See 


Формула (2) показывает, что Г (2) =Г (2) для любого 2, не рав- 
ного целому отрицательному числу. | 
Рассуждение, обратное тому, которое позволяет перейти 
от формулы Гаусса ($ 1, формула (8)) к формуле Вейерштрасса, 
применимо также к комплексным 2 и показывает, что для любого 
== —п (n€N) 
x n?n! | 
I Garn... ern’ 5) 


если положить п’ —e logn; так как 


пт! ΠΕ n n?n 
ее... ар "ntitzzetN... @n)’ 
TO, перейдя к пределу, снова получим основное функциональное 
уравнение 


Г (2-1) = 21 (2) (4) 


для любого Z# —n (nEN). 
Пусть р— произвольное целое строго положительное число, 
a K,— открытый круг |2| < р; тогда для любого ΖΕ Кр и любого 


2 LEZ 
целого n> р число À + — не может быть действительным отрица- 
Ξ | 
тельным числом, поэтому определена функция log (14), и U3 
5 
вышеизложенного следует, что ряд C общим членом log ( 144) — 
~~ 


2 
ir (n> р) нормально сходится в Кр; TO же самое имеет место 
для рядов, полученных дифференцированием общего члена про- 


1 1 
извольное число раз, поскольку | P 


een п (n—p) ος 


= 


1 


F7 
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ЕЕ! 
(п р)" 
(cm. гл. II, § 3, замечание 2 после предложения 3), что Г (2) 
бесконечно дифференцируема во всех точках ZEC, отличных OT 
точек —n, и 


= (К > 1) для zeK, ип > р. Таким образом, показано 


Г” (2) _ а F4 1 
Te)” a a Fe zn ). 5) 
al CE 
D' Le TE) = Σ nr Br для k>2, (6) 


причем ряды справа в формулах (5) и (6) нормально сходятся 
на любом компактном множестве, содержащемся BC и He содер- 
жащем целых отрицательных точек. Кроме того, можно написать 


rel Fee 1e d2ni), (7 
Te име» CS og (1+2) ) (mod2mi), (7) 


условившись, что когда в этой формуле логарифм берется от 
действительного отрицательного числа, то он принимает одно 
из двух предельных значений (отличных OT 2H) функции 1002 
в этой точке; тогда правая часть формулы (7) нормально схо- 
дится на любом компактном множестве, содержащемся в С и не 
©<одержащем целых отрицательных точек. 


2. Формула дополнения и формула умножения 
Лежандра — Гаусса 


Из формулы (2) сразу же получаем, что для любого ΖΕ 


rares Uli). 


Ho эйлерово разложение функции зт2(гл. VI, § 2, теорема 2) 


2 d'A 
показывает, что 2 ( 1 — =) = = SIN TZ, следовательно, учи- 


n=1 


тывая функциональное уравнение (4), заключаем, что справед- 
JIMBO | 
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IlpEnnosKkEHnE 1. Дия любого комплексного 2 
1 2. Soar 
Ра = — sin nz | | (8) 
(формула дополнения). 


СлеЕдствиЕ. Дия любого действительного t 


Г =И ES (52 0), (9) 


WERTEN ze me но 


В самом деле, из формулы (8) вытекает, что [ (it) (—it)= 
it 
— тали ishnt’ 
мула (8) дает 


π π 
Γ(Σ Hit )T (3- it) = — cosmit chat ? 
Are: > + Ti =) 


и мы имеем 
1 x 1 у 
—— ) = Ей]. 
(3-#)=T(z+i) 
Пусть теперь р— произвольное целое строго положительное 
число. Рассмотрим произведение 


ep era En. 
(=F ( р г( р )-»:Τ( Ρ ). 
Согласно формуле (3), для любого z == —п (nEN) функция | (2) 
является пределом произведения. 


и имеем Г(—#)=Г(й); точно так же фор- 


о ао x 
et 
z+2 
P ni 
z+P 
p | =. 
HT et? (nr 


~ (2-1) (242)... @+r+Np) 
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и, в частности, f(0) является пределом произведения 
p+1 


ΣΣ pier!) Pp (n!)P 
((2 +1) р)! : 
откуда следует, что ΤΌ является пределом выражения 


πὲ ((n+-1) р)! г. 
2-0 @+2)... @+m+T)p) 


ее 
ised i (a) z2(2+1)(2+2)...(z2+(n+1)p)” 


что на основании (3) дает формулу | 
f(2)=F(0) р ТГ (2). (11) 


В то же время можно написать 


ω-Πτ( Je Ir(1-#)- Vars). 


поскольку f (0) > 0; следовательно, формула дополнения дает 


πρ-ι 


f (0) Ca p—1 i ? 
It 
I] sin р 


k=1 


а так как произведение справа равно - 


= (гл. VI, § 2, след- 


ствие 1 из предложения 1), то окончательно получаем 


ПрЕдложеЕНИЕ 2. Для любого комплексного числа 2, отличного 
от целого неположительного, и для любого целого PO имеет 
место формула 

p—1 


r(s)r(=).. DO) =m)? μ᾽ T(z) (42) 


(формула умножения Лежадра— Гаусса). 


> 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Дия любого действительного числа x>0 
имеет место формула 
x+1 
\ log T (t) dt =2 (log r—1) ++ log 2x (13) 


(интеграл Раабе). 
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Докажем сначала формулу (13) для х=0. Так как при x, 
1 


стремящемся к 0, log Γ(α) ~ log, то интеграл \ log F (x) dx 
0 

сходится. Кроме того, на интервале ]0, 1] функция log Г (5) убы- 

вает ($ 1, n° 2); следовательно, для любого a > 0 


43 log I’ (5) < log T (x) da, 


где Ч— наибольшее целое число, удовлетворяющее условию 
4 

T <a. Так как log l'(x)dx стремится к 0 вместе са и 

п ὃ | 


0 
1 


= >, log (= ) стремится к \ log F (2) dx, когда п стремит- 
k=q+1 = 
сяк +0 (гл. Il, $ 1, ee 9), TO 
1 


( log Г (a) de = lim > log r (+ ji 


0 
Но согласно формуле (12) правая часть этого равенства является. 


| n—1 1 logn 
пределом выражения —5. log Mle Dr ‚ откуда 
1 
\ log Г (2) dx = + log ὅπ. (14) 


0 
_ Заметим теперь, что, интегрируя тождество 
log Г (c+ 1) — log l'(x) + log x, 


получаем, что при х>0 


| log T(t +1) dt = \ log T'(t)dt+ \ log t dt. 
0 0 ( 


Но интеграл слева в свою очередь равен log Г (1) 4+. Следо- 


х 
0 

+ 
1 


вательно, в силу (14), получаем 

х- 1 x 
\ log T(t) dt = \ log t -- log 2m = x (log «—1) + 5 log ὅπ. 
x 0 
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3. Разложение Стирлиига 


Пусть x и у— два комплексных числа, не лежащие на ве- 
щественной отрицательной полуоси; согласно формуле (3) и. 
соглашениям п” 1, относящимся к логарифмам, разность 
log Г (1) — log Г (у) сравнима по модулю 2 с пределом выра- 
жения 


@—y)logn+ À (log (y+k)—log(z-+h)). (15) 


Положим f(t)=log(y-+t)—log(x-+!); применим к функции f 
формулу суммирования Эйлера— Маклорена (гл. VI, $ 3, n° 7 
Получим 

n+1 


KO+FM)+...+fm) = \ f(t) dt— 5 (f (n+ 1) —f(0)) + 


+54 FT (0)) +7 (n), 


где 
n+1 
IT ΠΕ | {305 (u) | ἀμ. (16) 
а 
Так как f" (1) = (—1) (т 4)! (am m), то при пи, 


стремящемся к + с, [1 (и-1) стремится к 0 для любого 
Е> 1; то же самое имеет место и для 


f(n+1)= log € ee — log € +) ь 


С другой стороны, 


n+1 
\ log(x+t)dt=(x+n+1)(log (x+n+1)—1)—zx(logxz—1), 


0 


и при п, стремящемся к + 00, имеем асимптотическое Ρ88π05 
жение 


(x + n) (log (e+n)—)=nlogn—n+zlogn+0(--) ; 


1/9 26 H. Бурбаки 
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Подставляя в выражение (15), окончательно получаем, что, 
когда n стремится к + co, Г»(п) имеет пределом Ар (х, y) и что 
можно написать log l'(x)—g(x)=logT (y)—g(y) +R, (x, y) (mod 21%), 
где 


b 1 
propre Lloret À HT Br (17) 


Оценим теперь верхнюю грань R,(X, y) при помощи неравен- 
ства (16), предположив, что и хи у принадлежат подмноже- 
ству Нл множества С, определенному отношением «42 (2) > А или 
| J (=) |: A», где А— произвольное положительное число (рис. 11). 
Для этого заметим, что если r=s+it C s>A, то |e+ul>A+u 

для любого u>O u, значит, 


t | n+1 со 
BE 77 à du у du 4 
7 4 Я три ВР < ΤΑΝΕ 


Точно так (же, если |t| > A, το 
jz +u|=]s+u+iül> VA+(s-+u) 


для любого действительного U, откуда 
n+1 +00 


du du 
\ пари ВР © \ ATS 
RUN hee 
Fk; \ dv 
Puc. 11. Ar 0 5 
(1--υ3) 


Таким образом, очевидно, что если x и у принадлежат На, το 


Ср 
Rp (2, у, 


где Cp зависит только от р. Обозначим через À фильтр, имеющий 
в качестве базиса множества Нд; критерий Коши показывает, 
что по фильтру $ функция log Г (2) —2(2) имеет конечный пре- 
дел ὃ (по модулю 2m) и что если ®(2) = тах («2 (2), | ὅ (2) |), το 


log Г (z)—g(z) 8 = 0 (sos) (mod 2mi). (18) 


Для любого действительного x>O [(x)>0 и g(x) действи- 
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тельна, так что можно предположить ὃ действительным, и тогда 
1 
log T'(z)=g (2) +5+0 (в). 
En à 


Отсюда мы получим значение постоянной 6; согласно пред- 
ложению 2, для р=2 при действительном 2, стремящемся к - co, 


1 1 
LE lg τ —5 +5 log es — + 20 = 


1 1 
he re ES, log 2+ = log 2x + à + 0 (1), 


= 


откуда легко получаем, |что 5=- log 2л. Итак, окончательно 


имеем следующий результат: 


ПредложЕниЕ 4. Имеет место (для любого целого p>1) 
асимптотическое разложение по фильтру 8: 


log Г (2) = zlogz—2— log z+log2n+ 


b 
+2 2k о χρη, (ome) (mod ὀπὶ) (19) 


(разложение Стирлинга). 


CHENCTBUE. Имеет место отношение по фильтру à: 


Г (2) ~ У 2ποχρ (2 log z—z—= log z ) (20) 


В частности, для действительного x, стремящегося к + co, 
формула (20) принимает вид 


Г (2) — Vin 26, (21) 


откуда для целого п, стремящегося к - со, получаем 


1 
п! ~ Y 2n Her 
(our У, $4.13) 


Отсюда выводятся многочисленные формулы. Например, для’ 
любого комплексного числа а и любого целого п имеем при п, стре- 
мящемся к +00, 

Г (п-- а) re: па (=.e* log ΤΥ (22) 
Г (п) 
26* 
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Точно так же для любого комплексного числа a, отличного 
от целого неположительного, имеем 


ея 1 
п-На- = 
а (2-1) (a +2) at) Be п’  2e-n, (23) 


a для любого комплексного числа а, отличного от целого неотрица- 
тельного, имеем 


αν (—1)" T(n—a) г 
ати о" (24) 


Наконец, для любой действительной постоянной k > 1 


ое Pen 4) k kk у 
С T(an+1)T(k—Nn+1) V 2x ner 
(25) 


To же рассуждение приводит к следующему аналогичному 
предложению. 


ПрРЕдложЕНИЕ 5. Имеет место (для любого целого р>1) 
асимптотическое разложение по фильтру 5: 


р 
17 (2) aU: 1 bor 4 
Pa er Fe oa) Cee) 


R=1 


(26) 


Вместо предложения 2 для определения константы исполь- 

зуется формула 
x+1 ; 
Ta) 
Τη dt = log Г (x +1) — log Г (z) = log x. 
x 

Упражнения. °1) a) Пусть числовая функция g непрерыв- 
на для х>0. Показать, что если g удовлетворяет двум равен- 
ствам: 


то она удовлетворяет и равенству 


} Σ ()- 8 (x). 


У 
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6) Вывести отсюда, что если функция g имеет при x > 0 непре- 
рывную производную и удовлетворяет равенству 


a atk 
Σ =( 5 )=et 


1 
то она имеет вид ‘(2—5 ‚ где а— постоянная заметить, 


что & удовлетворяет аналогичному равенству, в котором р заме- 


нено на р"; затем устремить п к | сои вывести отсюда, что 


Е’ (5) = Le (2) at ) 
0 


о в) Заключить на основании 6), что гамма-функция есть един- 
ственная функция, имеющая непрерывную производную при х>0 
и удовлетворяющая формуле умножения (12) для какого-нибудь 


одного значения р и уравнению (1) $ 1. 
[ ο) 


2) Для любого числа k > 1 положим S,—= >) n—*. Доказать, что 
n=1 


для --1Ί-α-«ς! 


ЕТ) = —ye+ У (Nr Shak, 
k=2 


где ряд, стоящий справа, равномерно сходится на любом ком- 
пактном интервале, содержащемся в | —1, 1], и абсолютно сходится 
для || < 1. | 

3) Пусть $ — фиксированное действительное число; показать, 
что, когда Z стремится к +00 или к —OO, 


ай 
Речи) [У 2ni| 2е 2 


T’(s-+it) 

Ги) 

4) Пусть ¢ + О— фиксированное действительное число; показать. 
что когда $ стремится к -- со, TO 


— log |z|. 


[Г (—s+it)|- 1 
s+ — 
5 2е8 У sh? nt-+ sin? πο 


{использовать формулу дополнения). 
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5) Пусть х„—корень уравнения Г’ (x) =0, принадлежащий интер- 
валу |—n, —n-+1[. Показать, что 


1 1 + 
n> ont ge (mr) 


(использовать формулу дополнения и формулу (5)). Вывести отсюда, 
что 


ΕΓ (2ῃ) = τ χο. 


6) Пусть V„—onpenenurtenp Вандермонда У (1, 2, ..., п) (Алгебра, 
гл. III, ἃ 6, n° 4). Показать, что 


n2 3n2 1 1 4 4 
log Va= x log ЕВ (> log 2% — <) "—15 logn+k+0O (+) + 


где А — постоянная. 


1 
2 eT! log п. 


ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК 


(Римские цифры отсылают к библиографии, помещенной в конце этого 
очерка.) 


Идея «интерполирования» последовательности (и„) значениями инте- 
грала, зависящего от действительного параметра À и при A=n рав- 
ного Un, восходит к Валлису (см. Исторический очерк к главам 1— ПТ, 
стр. 185). Именно этой идеей руководствовался в основном и Эйлер, 
когда в 1730 году ((Т), т. XIV, стр. 1—24) предложил интерполировать 
последовательность факториалов. Вначале он заметил, что п! равно беско- 


kA k | 
нечному произведению I] (= ἘΠ что это произведение опреде- 
k=1 
лено для любого значения п (a He только для целого) и что, в а: 
1 
для п OHO, согласно формуле Валлиса, принимает значение SV. 


Аналогия этого результата с результатами Валлиса привела его затем 
1 
интегралу \ 25 (1— т)" dx (п — целое, е — произвольное), уже рассмотрен- 


0 


> п! 
ному последним. Отсюда Эйлер получил значение 


(e+) е-2)... (e-+n) 


при помощи разложения бинома; тогда замена А показала ему, 


1—2 N" 
что п! есть предел при =, стремящемся к 0, интеграла (= Ox; 


n 
log =) dz; 


используя тот же метод и формулу Валлиса, он я формулу 


откуда и был получен «второй эйлеров аи = 


ie 


1 1 = 2 
\ γ΄ 108 а = V x. В своих последующих работах Эйлер часто 
0 
обращался к этим интегралам; так, он открыл формулу дополнения 


Г (p) Г (а) 
Г), т. XV, стр. 82 и т. XVII. стр. 342), формулу B(p, а) = — 
(I) p p ) рмулу (р, 9) Г(Р- 4) 
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((Т), т. XVII, стр. 355) и частный случай формулы Лежандра — Гаусса, 
соответствующий х=1 ((1), т. XIX, стр. 483), совершенно не беспокоясь, 
разумеется, о вопросах сходимости. 

Гаусс продолжил изучение гамма-функции в связи со своими иссле- 
дованиями гипергеометрической функции, для которой гамма-функция 
является предельным случаем (II); именно в ходе этих исследований 
он получил общую формулу умножения (уже подмеченную немного ранее 
Лежандром для р=2). 

Все последующие работы по гамма-функции основаны на ее продолже- 
нии в комплексную область Лишь недавно было замечено, что свойство 
логарифмической выпуклости характеризует Г (x) (в действительной обла- 
сти) с точностью до постоянного множителя среди всех решений функ- 
ционального уравнения f(x+1)—zxf(x) (ПТ), а Артин показал (IV), как 
можно просто связать все классические результаты, относящиеся к Г (5), 
с этим свойством. Мы довольно близко придерживались его изложения, 
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Введение 


Термины, набранные жирными прописными буквами, определены 
3 книге IV этого трактата; для каждого из них указано французское 
написание (в скобках), а также глава и страница, где этот термин введен. 
Остальные слова являются переводом на другие терминологии (французские 
и иностранные) терминов, используемых в этой книге. Иностранные 
термины, сходные по написанию и имеющие одинаковый смысл с фран- 
цузскими, опущены. Если термин, стоящий в начале заметки, повторяется 
в ней, то вместо него ставится тире. Если термин состоит из нескольких 
ὉΠΟΒ, то он указывается, как правило, лишь под началом одного из них 
{например, «равномерно сходящийся интеграл» стоит только на букву «p»). 


АБСОЛЮТНО СХОДЯЩИЙСЯ (absolument convergente) ИНТЕГРАЛ: Il, 
стр. 101. 

АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ (developpement asymptotique): У, 
стр. 281. Разложение Тейлора: I, стр. 46; РАЗЛОЖЕНИЕ ТЕЙЛОРА 
ОБОБЩЕННОЕ (— Taylorien generalisé): УТ, стр. 350. Hem.: Entwicklung. 

Бесконечно большая (— малая) (infiniment grand (—petit)): так называют 
иногда функцию, стремящуюся к +00 (соотв. к 0) в некоторой фикси- 
рованной точке. Итал.: infinite, infinitesimo. 

БОЛЕЕ ТОЧНОЕ АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ (developpement 
asymptotique plus précis), чем другое: У, стр. 282. 

ВАРИАЦИИ ПОСТОЯННЫХ МЕТОД (methode de variation des constantes): 
ГУ, стр. 236. 

Верхняя сумма: так называется выражение > М; (Xj44—2;) для функции f 


1 
на J и для разбиения J на интервалы [x;, 2], причем М; озна- 
чает верхнюю грань функции f на [2], αι]. Нем.: Obersumme. 


ВОГНУТАЯ ФУНКЦИЯ (fonction concave): I, стр. 58. Нем.: konkav, konvex 
von oben. | 

ВЫШЕ (au-dessus) ГРАФИКА (ТОЧКА): I, стр. 55. 

ВРОНСКИАН (wronskien) из п интегралов линейного дифференциального 
уравнения порядка п: ТУ, стр. 250. 
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ВЫПУКЛАЯ ФУНКЦИЯ (fonction convexe): I, стр. 55. Нем.: konvex, 
konvex von unten. | 

Гамма-функция (fonction gamma). Нем.: Fakultät. Англ.: factorial function; 
в английских текстах иногда пишут П (2) или x! для T(x-+1) (x —любое 
действительное). 

ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ (fonctions hyperboliques): III, стр. 139. 
В немецких текстах гиперболические функции часто обозначаются 
через Cofz, Sinz, Tgx; в английских текстах их, вообще говоря, 
обозначают через coshz, sinhz, tanhz (или 4262). В соответствии 
с этим обратные к ним функции обозначаются Ar Cof x, ArGinz, Ar Зах 
в немецких и cosh—1lzx, sinh-!x, tanh—1z в английских текстах. 


ГЛАВНОЕ ЗНАЧЕНИЕ (determination principale) логарифма комплексного 
числа: ПТ, стр. 136. Нем.: Hauptwert. 

ГЛАВНАЯ ЧАСТЬ (partie principale) функции: У, стр. 288. 

ДИФФЕРЕНЦИРУЕМАЯ ФУНКЦИЯ (fonction derivable): I, стр. 14; 
— СПРАВА (а droite): I, стр. 15; — СЛЕВА (4 gauche): I, стр. 15; —п РАЗ 
(п fois): I, стр. 44; БЕСКОНЕЧНО — (indéfiniment): I, стр. 44. Hem.: 
differenzierbar. Англ.: differentiable. 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ (equation differentielle): ТУ, erp. 202; 
— ПОРЯДКА п (d’ordre п): ТУ, стр. 204 Hem.: Differentialgleichung, 
gewöhnliche Differentialgleichung (в противоположность «partielle Dif- 
ferentialgleichung», что означает «уравнение в частных производных»). 


ЗАМЕНА ПЕРЕМЕННЫХ (changement de variables) (ФОРМУЛА): II, 
стр. 84. Hem.: Substitutionsformel. Итал.: Integrazione per sostituzione. 

Замены переменной в интеграле формула (formule de changement de 
variables dans une integrale). Нем.: Substitutionsformel. 

ИНТЕГРАЛ (integrale) ЛИНЕЙЧАТОЙ ФУНКЦИИ HA КОМПАКТНОМ 
ИНТЕРВАЛЕ: II, стр. 80; в прежней терминологии: определенный инте- 
грал (integrale definie); нем.: bestimmtes Integral; — КУСОЧНО ЛИНЕЙ- 
ЧАТОЙ ФУНКЦИИ: II, стр. 94; в прежней терминологии: несобствен- 
ный интеграл (integrale impropre); нем.: uneigentliches Integral; 
— ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ: IV, стр. 202. Отметим, что 
под «интегралом дифференциального уравнения» чаще всего понимается 
то, что мы называем точным интегралом. 


Интегрируемая функция (fonction integrée). Англ.: integrand. 

ИНТЕГРИРОВАНИЕ ПО ЧАСТЯМ (integration par parties): II, стр. 83; 
— ПОРЯДКА n (—d’ordre п): II, стр. 83. Нем.: Integration nach Teilen, 
Teilintegration, partielle Integration, Produktintegration. Англ.: partial 
integration. 

КАСАТЕЛЬНАЯ (tangente) К ГРАФИКУ: I, стр. 26. Hem.: Tangente. 

КОМПЛЕКСНАЯ ПОКАЗАТЕЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ (exponentielle complexe): 
tit; ὀρ. 195. 
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КОНЕЧНЫЕ ПРИРАЩЕНИЯ (accroissement finis) (ТЕОРЕМА): I, стр. 32. 
Hem.: Mittelwertsatz. Англ.: mean value theorem. Итал.: teorema del 
valor medio. 

КОСЕКАНС (cosécante): ПТ, стр. 131. 

КОСИНУС ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЙ (cosinus hyperbolique): III, стр. 139. 

КОСИНУС (cosinus) КОМПЛЕКСНОГО ЧИСЛА: III, стр. 138. 

КОЭФФИЦИЕНТЫ (coefficients) АСИМПТОТИЧЕСКОГО РАЗЛОЖЕНИЯ: У, 
стр. 281; — БИНОМИАЛЬНЫЕ (binomiaux): III, стр. 152. 

Куеочно (par morseaux). Hem.: stückweise. 

ЛИНЕЙНОЕ (lineaire) ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ: IV, стр. 230; 
— ОДНОРОДНОЕ (homogéne) ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ: 
ТУ, стр. 230; 

— ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ ПОРЯДКА п — (d’ordre п): 
ГУ, стр. 249. 

ЛИНЕЙЧАТАЯ ФУНКЦИЯ (fonction réglée): IL, стр. 74—75; КУСОЧНО — 
(раг morceaux): II, стр. 94. В прежней терминологии: функция, 
имеющая лишь разрывы первого рода. 

ЛИПШИЦЕВА ФУНКЦИЯ (fonction lipschitzienne): IV, стр. 210; 
— ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ: IV, стр. 210. 

ЛОГАРИФМИЧЕСКИ ОГРАНИЧЕННАЯ ФУНКЦИЯ (fonction logarithmi- 
quement bornée): У, стр. 267; — ВЫПУКЛАЯ ФУНКЦИЯ (— convexe): 
VAI; erp. 387. 3 

Логарифмические признаки сходимости (critères logarithmiques de con- 
vergence). Англ.: logarithmic tests. 

ЛОКАЛЬНО ЛИПШИЦЕВА ФУНКЦИЯ (fonction localement lipschitzienne): 
ТУ, стр. 214; — дифференциальное уравнение: IV, стр. 215. 

ЛОКАЛЬНЫЙ ХАРАКТЕР НОСЯЩЕЕ (relation de caractöre locale) 
ОТНОШЕНИЕ: У, стр. 264. 

МНОГОЧЛЕНЫ АППЕЛЯ (polynomes d’Appell): У, стр. 349; — БЕРНУЛ- 
ЛИ (—de Bernoulli): У, стр. 352; — ЭРМИТА (—d’Hermite): УТ, стр. 359. 
В некоторых работах «многочленами Бернулли» называются такие 


многочлены Sy ET, (Вил (x) —Bn+ı (0)), что для всех целых a > 0 


ιδῃ (a) =1"%+2"+ ...+ a”. 

НАТУРАЛЬНЫЙ ЛОГАРИФМ (logarithme naturel): III, стр. 127; НЕПЕ- 
РОВ ЛОГАРИФМ (logarithme népérien): III, стр. 127. Неперов логарифм 
часто обозначается через In 2. 

Неопределенности (expressions indéterminées): так называют иногда число- 
вые функции, которые в окрестности некоторой точки имеют вид 


7 (х) — g(x) или ae ‚ где ти g стремятся к + CO в точке zo. 
g(x 
Неопределенный интеграл (integrale indefinie): примитивная функции. 
Неперов логарифм (logarithme népérien). Hem.: Hyperbolischer Logarithmus. 
Несобственный интеграл (integrale impropre): интеграл на некомпактном 


интервале. 
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НИЖЕ (au-dessous) ГРАФИКА (ТОЧКА): I, стр. 55. 


Нижняя сумма: так называют выражение D mi; (2; 41 —Xi) для числовой 
1 
функции f, определенной на Л=[а, 6], и для подразделения J на 
интервалы [21, 2111], причем т; означает нижнюю грань функции f на 
[zj, Zi+l- 
НОРМАЛЬНО СХОДЯЩИЙСЯ ИНТЕГРАЛ (integrale normalement conver- 
gente): II, crp. 112. 


ОБРАТНЫЕ КРУГОВЫЕ (circulaires reciproques) ФУНКЦИИ: ПТ, стр. 131, 
132. Hem.: Arcus-functionen, zyklometrische Functionen. Функция Arccos x 
(соотв. Arcsin x, Arctgz) иногда называется «главным значением 
(determination principale, нем.: Hauptwert) функции arccos x (соотв. 
arcsinz, arctg x)» на основе существования продолжения этих функ- 
ций в комплексную область. В английских текстах обратные круговые 
функции часто обозначаются через cos-1x, sin Lx, фап- 1х. 


ОБЫЧНОЕ СРЕДНЕЕ АРИФМЕТИЧЕСКОЕ (moyenne arithmetique ordinai- 
re): ПТ, стр. 128; ВЗВЕШЕННОЕ СРЕДНЕЕ АРИФМЕТИЧЕСКОЕ 
(moyenne arithmetique pondérée): ПТ, стр. 128; СРЕДНЕЕ (ИЛИ СРЕД- 
НЕЕ ЗНАЧЕНИЕ) ФУНКЦИИ (moyenne d’un fonction): И, стр. 81; 
ОБЫЧНОЕ СРЕДНЕЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ (moyenne géométrique ordi- 
naire): ПТ, стр. 128; ВЗВЕШЕННОЕ СРЕДНЕЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ 
(moyenne géométrique pondérée): ПТ, стр. 128. Hem.: Mittelwert. Англ.: 
mean value. Итал.: valor medio. 


ОПЕРАТОРЫ КОМПОЗИЦИИ (operateurs de composition): VI, стр. 345. 


ОПОРНАЯ ПРЯМАЯ (droite d’appui) к графику выпуклой функции: Г, 
стр. 61. Нем.: Stutzgerade. 


ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ (integrale де те). См. интеграл опреде- 
ленный | 


ОПРЕДЕЛИТЕЛЬ (determinant из п интегралов системы п линейных диф- 
ференциальных уравнений: IV, стр. 238. 


ОПРЕДЕЛЯЮЩАЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ (suite de EN: Sram 
ции (ВН): У, стр. 329. 


ОСТАТОК (reste) в формуле Тейлора: I, стр. 46; — асимптотического 
разложения: У, стр. 281. Нем.: Rest, Fehler. Англ.: remainder. 


ОТНОСИТЕЛЬНЫЙ МАКСИМУМ (maximum relatif): I, стр. 27; СТРОГИЙ— 
(—strict): I, стр. 27. В некоторых работах под «максимумом» пони- 
мается «строгий относительный максимум»; тогда понятие, названное 
нами «относительным максимумом», именуется «максимумом в широком 
смысле». То же самое для «минимума». 


ОТНОСИТЕЛЬНЫЙ МИНИМУМ (minimum relatif): I, стр. 27; СТРОГИЙ— 
(—strict): I, стр. 27. 
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ПОВТОРНЫЕ ПОКАЗАТЕЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ (exponentielles itérées): У. 
стр. 330. 


ПОДОБНЫЕ ФУНКЦИИ (fonctions semblables)): У, стр. 267. Англ.: func- 
tions of equal increase. 

ПОДЧИНЕННАЯ (dominée) функция: У, стр. 266. 

ПОРЯДОК (ordre) одной функции относительно другой: V, стр. 274. 

ПОСТОЯННАЯ ЭЙЛЕРА (constante d’Euler): У. стр. 314. 

ПОСТОЯННОГО ЗНАКА ФУНКЦИЯ (fonction de signe constant): У 
стр. 273. В некоторых работах принимается, что числовая функция } 
есть функция «постоянного знака» на множестве А, если f(z) > 0 для 
всех x € A или f(x) < 0 для всех TEA. 

ПРАВАЯ ПОЛУКАСАТЕЛЬНАЯ (demi-tangente 4 droite): I, стр. 26; 
ЛЕВАЯ —(— а gauche): I, стр. 26. Нем.: rechtsseitige Tangente, links- 
зе ре Tangente. 

Правило дифференцирования сложной функции (régle de derivation d’une 
fonction composée). Hem.: Kettenregel. 

ПРЕВАЛИРУЮЩАЯ НАД ДРУГОЙ ФУНКЦИЯ (fonction prépondérante 
sur une autre): У, стр. 268. Англ.: function of greater increase than 
another. 

ПРЕНЕБРЕЖИМАЯ СРАВНИТЕЛЬНО С ДРУГОЙ ФУНКЦИЯ (fonction 
negligeable devant une autre): У, стр. 268. Англ.: function of lesser 
increase than another. | 

ПРИБЛИЖЕННОЕ (approchée) РЕШЕНИЕ с точностью € дифференциаль- 
ного уравнения: ТУ, стр. 206—207. 

Признак Даламбера сходимости рядов с положительными членами (critere 
de d’Alambert). Нем.: Quotientenkriterium. Англ.: Ratio-test. 

Признак сходимости Коши для рядов с положительными членами (critère 
de Cauchy). Нем.: Wurzelkriterium. 

ПРИМИТИВНАЯ (primitive) функции: II, стр. 70 и 86; — ПОРЯДКА u 
(d'ordre п): II, стр. 86; ВТОРАЯ — (— зесоп4е): II, стр. 86; ТОЧНАЯ — 
(—stricte); II, стр. 71. В прежней терминологии: неопределенный 
интеграл (intégrale indefinie). Hem.: Stammfunktion, primitive Funktion, 
Во многих работах над «примитивной» понимают TO, что мы называем 
«точной примитивной». | | 

ПРОИЗВОДНАЯ (derivée) функции: I, стр. 15; ПРАВАЯ— (—ä droite): 
I, стр. 15; JIEBAA— (—ä gauche): Г, стр. 15; ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ — 
(— logarithmique): ПТ, стр. 128; n-A— (—n-éme) I, стр. 44; ПЕРВАЯ — 
(— premiere): I, стр. 15; ВТОРАЯ— (—seconde): I, стр. 44. Hem.: 
Ableitung, Differenzialquotient (vorderer, hinterer, höherer). Англ.: deri 
vative (left, right, higher). Итал.: derivata. 

ПРЯМАЯ, ЛЕЖАЩАЯ ЛОКАЛЬНО НИЖЕ (droite localement au — des- 
sons) графика: I, стр. 64; —ВЫШЕ (—au— dessus) графика: I, стр. 64: 


— HA (sur) графике: I, стр. 64. 


2° ES Sa EEE 


μά 
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РАВНОМЕРНО СХОДЯЩИЙСЯ ИНТЕГРАЛ (integral uniformement con- 
vergente): II, стр. 109. Нем.: gleichmässig konvergentes Integral. 

РАСШИРЕНИЕ (extension) (H) тела Харди: У, стр. 329. 

РЕЗОЛЬВЕНТА (resolvante) линейного дифференциального уравнения: 
ТУ. стр. 233. 

РЕШЕНИЕ (solution) дифференциального уравнения: IV, стр. 203; 
ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ С ТОЧНОСТЬЮ 8 (solution approchée a = 
prés): ТУ, стр. 206—207: ТОЧНОЕ — (—stricte): IV, стр. 203. Нем.: Lösung. 
Чаще всего под решением дифференциального уравнения понимается 
то, что мы называем «точным решением». 

РИМАНОВА СУММА (somme de Riemann): II, стр. 78. 

СВЕДЕННОЕ К ТОЧНОСТИ gg (réduit a la precision) АСИМПТОТИЧЕ- 
СКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ: У, стр. 282. 

СИЛЬНО СРАВНИМЫЕ (fortement comparables) ФУНКЦИИ: У, стр. 271—272. 

СИНУС ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЙ (sinus hyperbolique): III, стр. 139. 

СИНУС (sinus) комплексного числа: ПТ, стр. 138. 


СИСТЕМА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ (système d’equations 
differentielles): ТУ, стр. 203. 

СКАЛЯРНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ СИСТЕМА (systeme 
d’equations differentielles scalaires): IV, стр. 203. 

СЛАБО СРАВНИМЫЕ (faiblement somparable) ФУНКЦИИ: У, стр. 268. 

СОПРЯЖЕННОЕ (adjointe) ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ: IV 
стр. 242. 

СРАВНИМЫЕ ФУНЕЦИИ (fonctions comparables): У, стр. 296; — ПОРЯДКА 
К (—d’ ordre КЁ): У, стр. 296. 

Среднее значение (valeur moyenne). Нем.: Mittelwert. Англ.: mean value. 

Среднее значение функции (valeur moyenne d’une fonction). Hem.: Inte- 
gralmittelwert. 

СТРОГО НИЖЕ ГРАФИКА (ТОЧКА) (point strictement au—dessons d’un 
graphe): I, стр. 55; —ВЫШЕ (—au—dessus): I, стр. 55; СТРОГО 
ВОГНУТАЯ ФУНКЦИЯ (fonction strictement concave): I, стр. 58; 
—ВЫПУКЛАЯ ФУНЦИЯ (fonction strictement convexe); I, стр. 57. 


СТУПЕНЧАТЫЕ ФУНКЦИИ (fonctions en escalier): II, стр. 73. Hem.: Trep- 
penfunktion. Англ.: stepfunction. 


СХОДЯЩИЙСЯ ИНТЕГРАЛ (integrale convergente): II, стр. 95. Hem.: 
konvergentes uneigenliches Integral. 

Сходящийея интеграл (integral convergente). Hem.: Bedingt konvergentes 
Integral (в противоположность «абсолютно сходящемуся интегралу»). 


TAHTEHC ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЙ (tangente hyperbolique): III. стр. 139. 
Нем.: hyperbolische Tangens. 
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ТЕЛО ХАРДИ (согрз de Hardy): У, стр. 322. 

Точка разрыва первого рода (point de discontinuite de premiere езрёсе) 
некоторой функции: точка, в которой функция имеет предел справа 
и предел слева; — второго рода (de seconde езрёсе): точка, в которой. 
функция не имеет хотя бы одного одностороннего предела. 

ТОЧНОСТЬ (précision) асимптотического разложения: V, стр. 281. 

ФУНДАМЕНТАЛЬНАЯ СИСТЕМА (système fondamental) интегралов cu- 
стемы линейных дифференциальных уравнений: стр. 238. Нем.: Haupt- 
system. Англ.: fundamental set, fundamental system. 


ФУНКЦИЯ (fonction) (Н): У, стр. 330. Англ. L-function, logarithmico- 
exponential function. 


Функция, эквивалентная произведению логарифмической производной рас- 
сматриваемой функции на постоянный множитель. Англ.: Type of а 
function. 

ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ КОРНИ (racines caracteristiques) линейного 
дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами: IV, 
стр. 248. Нем.: charakteristische Wurzeln. 

ЧИСЛА БЕРНУЛЛИ (nombres de Bernoulli): УТ, стр. 353. Во многих ра- 


ботах через B, обозначается число, которое в наших обозначениях 
имеет вид (—1)"—1 ῥοῃ. 


ЧЛЕНЫ (termes) асимптотического разложения: У, стр. 281. | 

ШКАЛА СРАВНЕНИЯ (échelle de comparaison): У, стр. 278. Англ.: scale 
of infinity. 

Эквивалентные функции (fonctions equivalentes). Hem.: Asymptotisch 
gleiche Functionen. 


- di u μῶν” о . .. | “ ” à 4 2 ΡΤ = 
* hpi κ -4 ο.“ 7 “ 2 к > a к » ‘ i" и tf DT -- = “ ‘ 3 PS 
« - ’ re F L < . ~@ ἣν ἐν; + д - 8 ν . C 
у . ν "τιν ΜΕ Δ. # - s — 42 κ»; ' _ “>” >"> en. 
ы 3 - Е | oe р 4 
μα. ne . . - » 
Ὅν J . - FA Dr “ 4 ; 2. 
> . a » . . - 5 
> ¢ ‘ г к J 
τ я $ ое ла 
4 у A . # 2 τ ν + к - , - 
ы a = . C2 £ р ~~ ὦ > р 
‹ 
. . я р ® © « : . 
* n . = al . 
-- « +. > ‘ + à 9 “ 2 - 
` Mi ‘ ” . . 
. + ὶ ῳ 
ы > ΄ # 
ui 5 . = 
« a .. 
< φ M ας 
. А Greene: 
> 
« { 5 
\ . 
. , vs . ΓῚ 
Ὁ "+ : < 
$ « 2 
» N 
‹ - ῃ - 
7 : À 
+ - 
N 


+ Е 
8 ‘ 
. * L 
Φα > τ 
р = . 
ῃ 
В 
, . 
‘ r - 
y 
. р + 
2 : — 
η . A 
> » № # А 
+ 
' κ 
, 
* ` 4 - 
. 
. e e . , 
> - ’ 7 
“ À | 
- > eo, > 
. В L 
- 7 
В . 
. Ρ 
A - . . 
. - 
. +» - 
' : 2 . 
>. . 
в В τ ᾿ L . 
4 
+ = > 
> + р “ 
. 
_ 4 
= “ 
ΓῚ > 
Е # 
. 
; κ » - . 
# a . 
: oes 
- d . 
be ыы 
. 
x + 
. 
Pr - г. 
* J - + D ы - 
; ΄ 
. > = - 
. . ‘ 
- 3 , 4 ν > . 
. 
4 τ. + 
. ы ε = A 
ы № 
4 > 
> - к - & i - 4 
. 5 
à ar - я - - 7. 
* > * 
- г ΓΙ = “β. 
+ - « < 
- = I в В 
» . 
> = “ = a 
à . « 
° ь > a 4 к 
à $ | = _ | 
„. “> 4 
. ' > . - + 
rf 
. 1 - 
>” : 5 > dd 
+ p 1 ы hed “ - 
3 - . : Ρ - - u “5 & Ga ps 
% + J 
* r pe 
= + “ .2 3 
4 » ᾱ *~ 
A . "οἴ 
ὶ ‘ “ χ ; ΓΣ 
» PR - ΤΙ - {ἃ . 
> 4 νε le α --' у ota 
4 “5 r я rn : Fe # 
» x τ : я | 
# wr at à ` M “ a } - - . + м 
\ . { у + } Е iy . x : tnt ve | 
- J ’ i ' > с , 
, Τμ « α - > ¢ 
΄ 4 - a> . ὶ Е WE 
. ner 7 d L à р . Е и ен à PE? © - 
р ‘ р + : 1 5 р + à = a Se 7 Г% фк Зы а re 
m HT ET Eu EU En nn ee я a м msn aie na nn mn = on 
€ = w - | REF” >, ΜΙ т μ “>: ae ps ra k 1 р ’ 
с: -' + 12 j * 4 δ Le a le ie Гы 4 N \ je“ 4 я 4 
\ . . | . - ь . f ’ d * 
> f i 4 À À 4 Ρ Λι a <“ 
a a ΠΝ ν a Pr Ze rt #3 @ “> is à = -_ = ͵ №. 2 ε à 


+ go 
oh Ἔα 
Е of} 

A es 


8 


ee = № 


ἜΓ 
ες ὯΝ 


x р 


ar 
и 


"νὴ 


* > ry 


] 

| в 
À ‘ 
“ 


à 


Е. 
Ра $ 
Le 
{ 
2 
, 
u 2 
29 
f ing mol 
р 8 
* 
« P 
¢ р 1 
| 
. d Ἷ 
ῃ > # . . 
+ a + { 
4 
Ро г В - 
3 η р . | 
ΜᾺ i} LA 
‘ous р ῳ > 
» Ἵν AT, ἘΠ εξ Ἄς £ - 
` - . “ν | 2 a 
ay à у ^ δ. pe a 6 » 
are” 2 > р Lime . | «- 
- >» en 


an 
> 
я 


7") 


= 


HH à ) £ } i ΝΡ TU IH ΠΤ ии HAI EU Di} var fn) AB DREH, > В ИЯ 
И. о A ji | И ve и и u 
G у. > "| ЗА Ὶ ии а 4 { 1) i Ei th 
{ | ИИ DER 
| hs p ΠΤΙ 
й и % } i ait 
| р 3 Cee ᾿ WS И PR ih N ‘ 
И А м И И HY И 
ay я \ τ CRAN D Syl MIX | | 4 γα Ki | 
N A 7 LATE «fe iad . A { и ΠΠ | 
. hs yates “at Nive ? v Е un, bit: À } ‘ ya 1 ix 
( Νο} г + ; BT у | | } j Hat τ 
u 4 ну (4 я di iMag 
j MA ή ! Veh, Bun 4 i ; ae et ήνν 
(a A an RANG BIN EAU le ох 
te < a bi Hr ΠΗ 4 ahs HAE 
у | | td Na ( AA у к 10} cen À ь | 
oo ‘ Vai DATENT | é ΠΗ и |. И 
т EHRT DIR 
LER ΄ A ; | iy ; 7 ΠΗ j 
i ; | . Kal pads ih nie Ἵ | [ού 
FR 33 } 4 ἯΛ КУ γ᾽ $ LU у J И м“ 1233: { À у) | À 
ἥ ὶ | I I qu ANA ii μι ins) , N 


Ἷ И a . у А ln) ; | м À 


oh) | Bl | 
‘ ; ste N И 
A Wi к #4 у | ν ( y { | у ) N 
ᾖ { ; 0 À } 4 } пи ἑ 2 LEN) 


- 


DER 


i 


id 


[22 
ый 


И 


И 
AAN ei ' IN ) τν itty yy 
Ans ; ἐν μα р a { 1 ty 434 + + 
И О N N | | 
A a КИ REP MHZ ut N 
у u * fui | ] 4 À Е ' ; a i 4 ῃ 
} ‘ | g hs чу у ΐ " 7 5) ΠΣ. 


St, } | Г y À 7 te i : ' À 

À И ΗΝ {λα ИИ y | No! 

| А и | ΠΠ | EIGEN > | | ΠΠ 
a | AW ΑΛΛΟΙ : if Anl: iy 


ae 


en 


thy 


; ΜΗ ; | 

un BR и ' i 4 Aa ie й 
a р, ᾗ Ν YP N une fe À 
Vie ΠΑ} у ИИ Bye hy : } ΐ AN 4 A PAT? iat EAS oN iii м 

AH 4 И ni A) р se i Aare Am 


р Gf ë Lern, ь > x Ny | tt 1 |. 
_ ИА ΜΗ ΠΕΡ {я kart i utes К N / vo) Mn 


Gi } т vn Nit 4 Ἷ 
4! } H By tu 

И A vine si x τ; in À Hi | ΜΗ ‘ Hr } QU Cal 
ie dit uit ΠΗ | у À LÀ | Ὁ Der i : balay ty IM L 3 Mae 6 ARR ' 
as 8 иж PANNE | ΐ κ (4 ή 4 «κ Ἦ u ) N ' | 
и } ae ‘ete ees ie κά \ N cn SH 4} δὶ 


Re ; fl 
be u И DR ae: Bi RN) ἢ | A a nie 


η 
#2, 


u u RA Bl И АИ | и ui я | р in i iN RR Nu 
if War ΠῚ ye ; 4 Г [A Nth} к 7 С (M fey L h ; ) И } и a ΝΗ 
RAN A Ἢ ; Anl Pa Hay 
и ОХ | ; ИЯ ми 4 | A р u ne den 
41 1 N И » . Е hy h WA % SiH DA ii 71 
NG HR | ᾿ ÿ ἡ | MR Mel Has DR 
Hi fe RNA у i y Г, 
Gh А о | И И if \ N ΓΝ О 
о о ,,,,,,;, 
УМ | | N 4) | ) me 96 и: I Ч N | N i р 
HAN | Ν + 4 ( Midi! / ; | | 5 | Г | pe № 1 ER ; ithe О: de ] 
u I ; \ te ! ak Rik | Ν u [ À Ke Ν΄ Πλ АХ 41 Hh hr | 
BEN PA } И A ie | oe я О | 
L vai i "Bin | de j 
A | 4 | 
| Я | [ : 
ay a ΠΗ, Py { I 
à и ral i Л th NEN, u 
и | у Hs ' ο i HR 
4 Had ͵ In, Hise { 7 MAN в AY HN ; 
γη} j | : M LE if | N . $ . ne qu ἡ : \ 
Mi Hh Ἢ PAD) | tap _ RAY { и if 44 У 4} REN if, р 
t ie } и Я: ch, 
{ π᾿, NET We hu , 
Neb р и fl | i in 


hh) \ A PAT J { 
ih Weis | Al AT МХ НИИ 
ss N ВЕ) 


Haters, 
} jt 


Wa 


πὶ 


M И 


С 


΄ и 4 
7 ς΄ oe AH { : 4 | 1 } 3 Mi ue 
ne AE Se у ν ΜΗ (y N +, 


* 


ον 


HERR ‘ h ( I" } ; ae ν | 1 | ; ορ | \ N ny 
sat ми οφ р ai | : мя { | а 
Ny se ? BURN ἡ ! ὖ \ N ie Lt Y } 4 А ' ARE Py. 
oo Hu BERNIE RU A nl | НИ 


δ 


N 


H. БУРБАКИ 


ЭЛЕМЕНТЫ 
МАТЕМАТИКИ 
ПЕРВАЯ ЧАСТЬ 
Книга |. Теория множеств 
Книга Il. Алгебра 
Книга Ill. Общая топология 


Книга IV. Функции действитель- 
ного переменного 


Книга V. Топологические век- 
торные пространства 


Книга VI. Интегрирование 
ВТОРАЯ ЧАСТЬ 


Группы и алгебры Ли 


en > 5 beg - =. А - 
27 7 . . < à 


И 


nr 


SE 
LA 
8 


mn! 


Shige 


OJOHHIW4d4u 


